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RESUMO

NASCIMENTO, Maristel do. Uma proposta metodolégica para o ensino de
geometria fractal em sala de aula na educacdao basica. 2012. 87 f. Dissertacao
(Mestrado em Ensino de Ciéncia e Tecnologia) — Programa de Pds-Graduagdo em
Ensino de Ciéncia e Tecnologia, Universidade Tecnolégica Federal do Parana.
Ponta Grossa, 2012.

A presente dissertacdo trata do ensino de Geometria proposto nas Diretrizes
Curriculares Estaduais de Matematica do Parana. Neste documento a orientacéo é
que, paralelamente, ao ensino dos conceitos de geometria euclidiana também sejam
contemplados topicos de Geometria Fractal. O objetivo da investigacéo foi propor
diferentes atividades de ensino, que permitam aos alunos perceberem a existéncia e
as caracteristicas basicas da Geometria Fractal. Do ponto de vista metodoldgico, o
estudo inseriu-se numa pesquisa qualitativa, baseado num estudo, envolvendo
alunos da 12 série do Ensino Médio de um colégio publico estadual da cidade de
Ponta Grossa (PR). A pesquisa orientou-se pela seguinte questdo: Como introduzir
0s conceitos basicos de Geometria Fractal no Ensino Médio, por meio de diferentes
atividades? Os dados foram recolhidos a partir da aplicacdo de uma oficina,
envolvendo esta geometria. A investigacao evidenciou a defasagem dos alunos que
iniciam o Ensino Médio, em relacdo a compreensao dos conceitos geométricos
basicos e também que é possivel o professor abordar outras geometrias integradas
ao ensino desde que busque atividades diferenciadas que possibilite aos alunos
uma participagao ativa no processo ensino e aprendizagem.

Palavras-chave: Diretrizes Curriculares. Geometria Fractal. Ensino Aprendizagem.



ABSTRACT

NASCIMENTO, Maristel. A methodology for the teaching of fractal geometry in
the classroom in basic education. 2012. 87 p. Dissertation (Master in Teaching
Science and Technology) - Graduate Program in Teaching Science and Technology,
Federal Technology University - Parana. Ponta Grossa, 2012.

The present investigation deals with the teaching of geometry proposed by the
Curriculum Guidelines for Mathematics State of Parana. In this guidance document
that is parallel to teaching the concepts of Euclidean geometry are also covered
topics Fractal Geometry. The aim of the research was to propose different teaching
activities that allow students to realize the existence and basic characteristics of
fractal geometry and also present an educational booklet to help teachers in tackling
this issue. From the methodological point of view the study was part of a qualitative
study, based on a study involving students from one grade of high school to a state
public school of Ponta Grossa in Parana state. The research was guided by the
following question: The use of diversified activities that can contribute to high school
students understand the basic concepts of fractal geometry? Data were collected
from the application of a workshop involving this geometry. The investigation showed
the gap of pupils starting secondary school in relation to the basic understanding of
geometric concepts and that the teacher can address other geometries integrated
education from the different activities that seeks to enable students to participate
actively in the learning process.

Keywords: Curriculum Guidelines. Fractal Geometry. Teaching Learning.
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1 INTRODUCAO

Ensinar Geometria de maneira que contribua para uma melhor compreensao
do mundo em que vivemos possibilitando o desenvolvimento do pensamento
geomeétrico, foi o fator que influenciou o interesse por esta pesquisa.

O envolvimento com o Ensino Fundamental e Médio da rede estadual de
Ensino, como coordenadora de Matemética, junto ao Nucleo Regional de Educagéo
de Ponta Grossa, proporcionou-nos a oportunidade de observar a realidade e
verificar a necessidade de aprofundamento da questdo, tendo em vista as
inquietacdes com as dificuldades enfrentadas por professores e alunos no processo
de ensino e aprendizagem dos conceitos de Geometria.

Tais conceitos de Geometria, tanto no Ensino Fundamental como no Ensino
Médio, por muito tempo foram relegados, ficando para o final do ano letivo, quando
havia tempo e, muitas vezes, eram apresentados de forma expositiva em que o
professor apresentava definicbes, exemplos e os alunos resolviam listas de
exercicios, limitando seu ensino apenas a sua forma abstrata e axioméatica e a
aprendizagem por memorizacao de regras e formulas.

Atualmente, a preocupagcdo com o0 ensino de geometria norteia o0s
documentos que orientam o ensino de matematica na Educagdo Baésica. Os
Parametros Curriculares Nacionais (PCN) e as Diretrizes Curriculares Estaduais de
Matematica do Parana (DCE) reforcam a importancia do ensino de geometria para o
desenvolvimento integral do aluno. “Trazer para a educacgédo escolar um ensino
diferente daquele proveniente do ensino classico, que privilegiava métodos
puramente sintéticos, cuja premissa pautava o rigor das demonstracdes
matematicas” (PARANA, 2008, p.47) é um dos objetivos das DCE, que apresentam
uma proposta de estudo que possibilita aos estudantes realizarem analises,
discussoes, conjecturas, apropriacdes de conceitos e formulacdo de ideias.

Nas DCE de Matematica do Estado do Parand as Geometrias Ssao
caracterizadas como contetdo estruturante, ou seja, conhecimento de grande
amplitude, caracterizados por conceitos e praticas que identificam e organizam 0s
campos de estudos de uma disciplina. E tanto para o Ensino Fundamental, como
para o Ensino Médio, o conteddo Geometrias se desdobra nos conteudos
especificos: Geometria Plana, Espacial, Analitica, Noc6es Basicas de Geometria

Nao Euclidianas entre elas a Geometria Fractal. Orientando assim o0 seu ensino:
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No Ensino Fundamental o ensino deve levar o aluno a compreender
geometria projetiva (ponto de fuga e linhas do horizonte); geometria
topoldgica (conceitos de interior, exterior, fronteira, vizinhanca, conexidade,
curvas e conjuntos abertos e fechados) e geometria dos fractais... Na
Geometria dos fractais, pode-se explorar: o floco de neve e a curva de
Koch; tridngulo e tapete de Sierpinski, conduzindo o aluno a refletir e
observar 0 senso estético presente nessas entidades geomeétricas,
estendendo para as suas propriedades. (PARANA, 2008, p. 56-57).

Dentre as geometrias propostas, uma, que nos tem chamado atengcao por
ser considerada “recente”, porém, amplamente presente no cotidiano dos alunos € a
geometria fractal. Os fractais permitem aos alunos uma melhor compreensédo das
formas da natureza, possibilitando a percepcdo de padrdes geométricos,
similaridade (parte-todo) e a utilizacdo de softwares especificos, um recurso que
facilita a visualizacdo, elemento essencial na compreensdo dos conceitos
geometricos.

Nesse sentido, o tema Geometria Fractal, comeca a ser vinculado nos
planos curriculares de matematica, trazendo inquietacdo e inseguranca aos
professores, visto que, para a maioria, este tema n&o foi abordado nos seus cursos
de formacgéo.

A angustia dos professores também é gerada pelo fato de que o livro
didatico, considerado por muitos, como a unica fonte de consulta para preparacao
de suas aulas, as pequenas mencdes a esse tema é simplesmente ilustrativa, nao
levando o professor, e em consequéncia, o aluno a refletir sobre a importancia do
seu ensino.

Cabe salientar que ndo se trata de uma critica ao livro didatico, pois o
professor poderia aproveitar essas mencgdes e produzir materiais para a abordagem
do conceito.

Um exemplo, € o problema encontrado no livro “Matematica Colecdo Novo
Olhar’, (SOUZA, 2010, p. 185), apresentado no Quadro 1. Este problema
envolvendo célculos com fractais pode ser utilizado como ponto de partida para o

professor abordar este tema em sala de aula, mas isso raramente acontece.
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33. O estudo dos fractais tem revelado de grande importancia em varios campos cientificos, como na
Biologia e Meteorologia. Os fractais sdo estruturas geométricas complexas que em geral seguem
uma ordem. Um exemplo de fractal € o chamado floco de neve, que recebe esse nome devido a sua
semelhan¢a com um floco de neve natural. Esse fractal pode ser construido a partir de algumas
iteracdes em tridngulo equilatero. Na 12, basta dividir cada lado do tridngulo equilatero em trés partes
iguais e, sobre a parte central de cada lado, construir outro tridngulo equilatero. A 22 iteracédo consiste
em dividir cada lado da nova figura em trés partes iguais e, sobre cada parte central, construir um
novo tringulo equilatero, e assim sucessivamente. Considerando o Tridngulo inicial com iteracéo

zero e lado medindo uma unidade, determine o perimetro da figura obtida na: primeira, terceira e

AXE¥

2 iteragao 22 iteragao 32 jteragao

sétima iteragdes.

Acervo da editora

Quadro 1 - Problema envolvendo Geometria dos Fractais
Fonte: Souza (2010, p. 185)

Numa tentativa de criar alternativas que possibilitem aos professores a
abordagem da Geometria Fractais, surgiu a proposta desta pesquisa que traz como
qguestao norteadora:

Como introduzir os conceitos basicos de Geometria Fractal no Ensino Médio,
por meio de diferentes atividades?

Visando responder a referida questdo, surge o objetivo geral da pesquisa:
Analisar se diferentes atividades de ensino permitem aos alunos compreender a
existéncia e a aplicacdo da Geometria Fractal.

Decorrentes do objetivo geral surgem os objetivos Especificos:

e Avaliar os conhecimentos prévios que o0s alunos possuem sobre
Geometria plana, como suporte para o entendimento da Geometria
Fractal,

e Propor diferentes atividades de ensino envolvendo o0s conceitos
basicos de Geometria Fractal;

¢ Analisar se a utilizacdo do software Fractal Forge pode contribuir para
gue os alunos visualizem e explorem diferentes Fractais;

e Subsidiar os professores com material didatico (caderno pedagdgico),
com orientacdes para o desenvolvimento do trabalho em sala de aula

da Geometria Fractal.
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Sendo assim, para respondermos a questdo proposta, norteada pelos
objetivos, organizamos este trabalho em quatro capitulos, nos quais, se pretende
refletir sobre o ensino de Geometria e descrever as possiveis contribuicbes para o
desenvolvimento do pensamento geométrico, com a aplicacdo de diferentes
atividades na abordagem dos conceitos da Geometria Fractal.

A introducdo contextualiza a pesquisa, justificando a importancia do ensino
de Geometria para a formacéo integral do aluno e também apresenta a questdo que
norteou a pesquisa, e 0s objetivos do trabalho.

O segundo capitulo é destinado ao referencial tedrico que sustenta a
pesquisa. Os temas tratados sdo: Um estudo sobre desenvolvimento da geometria e
sua importancia para o desenvolvimento integral da crianga, os documentos de
orientacdes curriculares PCN e DCE do Parana.

Também neste capitulo € contemplado: o desenvolvimento da Geometria
Fractal, a partir da publicacdo dos trabalhos de Mandelbrot em 1975, suas
caracteristicas, o que a define como uma geometria ndo euclidiana e alguns
problemas envolvendo a Geometria Fractal abordados no ENEM (Exame Nacional
do Ensino Médio), em alguns vestibulares e livros didaticos.

No terceiro capitulo apresentamos a descricdo da metodologia utilizada para
o desenvolvimento da pesquisa, as etapas ou passos pelos quais a mesma foi
realizada.

O quarto capitulo € composto por duas fases correlacionadas. A primeira
consiste no desenvolvimento do estudo que apresenta 0 contexto da pesquisa e a
descricdo da turma em relagdo aos conhecimentos de geometria, apds a realizacao
de uma avaliacédo diagnostica. Na segunda fase sédo apresentadas as analises dos
resultados obtidos da pesquisa com a aplicacdo aos alunos das atividades
envolvendo os conceitos da Geometria Fractal.

A presente pesquisa apresentara como produto final um Caderno
Pedagogico. A escolha pela producdo deste material deve-se ao fato de que pode
ser composto por textos que contemplam a fundamentacdo tedrica do objeto da
pesquisa, complementado por sugestbes de atividades e encaminhamento
metodoldgico, envolvendo 0s conceitos de Geometria Fractal, que auxiliard o

professor na abordagem destes conteudos em sala de aula.



16

2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 A GEOMETRIA — SUA HISTORIA

Visando entender os motivos que levaram a inclusdo da Geometria Fractal
nos documentos que orientam o ensino de mateméatica, tanto para o Ensino
Fundamental como para o Ensino Médio, faz-se necessario um breve resgate
histérico da evolucao da geometria.

A necessidade e a curiosidade séao fatores que segundo Eves (1992) e
Dante (2005) deram origem as descobertas geométricas. Para Dante:

No Egito, desde 1300 a.C a Geometria ja era assunto corrente.
Agrimensores usavam-na para medir terrenos e construtores recorriam a ela
para suas edificacdes. A existéncia das grandes piramides perto do Nilo
prova que os egipcios conheciam Geometria e sabiam usa-la bem. Tao
famosa era a geometria egipcia que matematicos gregos como Tales e
Pitagoras viajavam de sua terra ao Egito para ver o que havia de novo em
matéria de Geometria. (DANTE, 2005, p.359).

Para Eves (1992) “a nogao de distancia foi, sem duvida, um dos primeiros
conceitos geometricos a serem desenvolvidos. A necessidade de delimitar a terra
levou a nogao de figuras geométricas simples”, justificando o significado da palavra
“Geometria” como “medida de terra”.

A principal fonte de informacéo relacionada & Geometria egipcia antiga € o
chamado “Papiro de Rhind”, cuja data é aproximadamente de 1650 a.C, sao textos
matematicos e contém 85 problemas relacionados a geometria. “A maioria desses
problemas provém de férmulas de mensuracdo necessarias para calcular areas e
volumes de celeiros”. (EVES, 1992. p. 5).

A geometria antes dos gregos era puramente experimental e foram eles os
primeiros a introduzir o raciocinio dedutivo, por volta de 600 a.C. os fil6sofos e
matematicos gregos como Tales e Pithgoras passaram a sistematizar 0s
conhecimentos da época. (DANTE, 2005, p. 359).
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Os gregos insistiram que fatos geométricos deveriam ser estabelecidos, ndo
por procedimentos empiricos, mas por raciocinios dedutivos; verdades
geométricas deviam ser obtidas no gabinete de estudos, € ndo no
laboratério. Em suma, os gregos transformaram a geometria empirica ou
cientifica dos egipcios e babildnios antigos no que poderiamos chamar de
geometria “sistematica” ou “demonstrativa”. (EVES, 1992, p. 7).

Segundo Dante (2005), foi com o matemético grego Euclides que a
geometria se desenvolveu, e transformou a cidade egipcia de Alexandria no grande
centro mundial de geometria, por volta de 300 a.C.

Euclides reuniu em uma obra denominada “Elementos”, a maior parte de
todo conhecimento de geometria da sua época. Seu livro tornou-se um classico que

até os dias atuais € referéncia para o ensino. As DCE (PARANA, 2008), de

Matematica do Estado do Parana confirmam a importancia da obra de Euclides:

A obra de Euclides, que apresenta a base do conhecimento matematico por
meio dos axiomas e postulados, contempla a geometria plana, teoria das
propor¢cbes aplicadas as grandezas em geral, geometria de figuras
semelhantes, a teoria dos ndmeros incomensuraveis e esteriometria — que
estuda as relagbes métricas da piramide, do prisma, do cone e do cilindro,
poligonos regulares, especialmente do tridngulo e do pentagono. (PARANA,
2008, p. 39).

A obra de Euclides tornou-se tdo importante que na época, nas portas das
escolas gregas era colocada a inscricdo “Nao entre nesta escola se vocé nao
aprendeu os Elementos de Euclides” (EVES, 1992).

Sua obra que composta de treze volumes, sistematiza todo o conhecimento
geomeétrico da época, esta, segundo Boyer (1974), assim dividido:

1° Livro descreve sobre triangulos e o Teorema de Pitagoras;

2° Livro descreve as transformacdes de Areas de quadrados e retangulos;

3° Livro descreve os conceitos de circulos;

4° Livro descreve sobre os poligonos inscritos e circunscritos;

5° Livro descreve as definicdes geométricas das proporgoes;

6° Livro descreve os estudos sobre a semelhanca dos poligonos;

7°, 8° e 9° Livros descreve a teoria dos numeros;

10° Livro descreve o estudo dos numeros irracionais;

11°, 12° e 13° Livros descrevem o estudo da geometria espacial.
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Para Euclides a geometria era uma ciéncia dedutiva que operava a partir de
postulados ou axiomas.

Coutinho (2001), afirma que a Geometria de Euclides baseia-se em
postulados e axiomas, que, em geral, sdo nocdes facilmente aceitas pela nossa
intuicdo. "A base da geometria de Euclides encontra-se nos seus postulados”, na
geometria dedutiva, os postulados de Euclides s&o considerados pilares
indiscutiveis.

Segundo Cruz (2008), Euclides inicialmente parte de duas definicdes
fundamentais, a de reta e a de ponto. “Ponto é o que ndo tem dimensdes e reta um
comprimento sem medida” (CRUZ, 2008, p. 9) e a partir desses conceitos, assenta

sua geometria através de cinco postulados, que foram assim formulados:

1. Dois pontos distintos determinam uma reta.

2. A partir de qualquer ponto de uma reta dada é possivel marcar um
segmento de comprimento arbitrario.

3. E possivel obter uma circunferéncia com qualquer centro e qualquer raio.
4. Todos os angulos retos sédo iguais.

5. Se uma reta secante a duas outras, forma angulos, de um mesmo lado
desta secante, cuja soma € menor que dois angulos retos, entdo essas
retas se prolongadas suficientemente, encontrar-se-80 em um ponto desse
mesmo lado.

O quinto postulado, atualmente é conhecido como postulado das paralelas e
apresentado utilizando as palavras: “Dados um ponto P e uma reta r, existe uma
unica reta que passa pelo ponto P e é paralela a r”. (COUTINHO, 2001, p. 25).

Os primeiros quatros postulados sdo facilmente evidenciados, entretanto, o
quinto, conhecido como postulado das paralelas € diferente e tem causado
dificuldade de aceitagdo desde a Grécia Antiga. Segundo Eves (1992) “esse
postulado n&o tem a concisédo dos outros postulados de Euclides, e parece néo ter a
qualidade, exigida pela axiomatica material grega da obviedade ou da pronta
aceitabilidade”.

As tentativas para provar o quinto postulado a partir dos quatros primeiros
foram investigadas e culminaram em muitos desenvolvimentos na Matematica
Moderna. Atualmente é consenso que sua validade depende da opcéao da superficie
geométrica adotada. Os estudos para validar este postulado sédo considerados o

ponto de partida para o desenvolvimento das Geometrias néo euclidianas.
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Foi apenas no século XIX que os estudos de Lobachewsky, Bolyai, Riemann
e Gauss indicaram uma nova abordagem de conceber o conhecimento matematico,
dando origem a outras geometrias tao logicamente aceitas quanto a Euclidiana.

Segundo Dante (2005), o matematico Nicolai Lobachevsky, (1792-1856) foi o
primeiro a criar a sua propria teoria; outro mestre da geometria, Bernhard Riemann,
(1826-1866), criou também um sistema diferente que contraria o quinto postulado de
Euclides.

Essas teorias se tornaram conhecidas pelo nome de “geometrias né&o
euclidianas”, e a partir dessas novas concepgodes foram possiveis muitos avangos as
ciéncias exatas do século XX, entre elas a Teoria da Relatividade de Einstein.

Para Kaleff e Nascimento (2004, p.14 apud CRUZ, 2008) “Para uma
Geometria ser chamada ndo euclidiana € preciso que em seu conjunto de axiomas,
pelos menos um dos axiomas da Geometria Euclidiana nao seja verdadeiro”. Nesse

conceito insere-se a geometria fractal.

2.2 A GEOMETRIA FRACTAL

Ao ser lancado ao ar, a fumacga de um cigarro, qual é a forma que ela toma?
Qual é a previsdo do tempo para hoje? O imprevisivel estd em nosso cotidiano. E
impossivel para o0 homem prever o comportamento desses fendmenos, pois
envolvem muitas variaveis. Fendbmenos como estes, que ndo seguem um padrao e
nem tém uma regularidade constituem um sistema caaético. (JANOS, 2008).

A Geometria Fractal esta ligada a esta ciéncia chamada Caos, tendo em
vista que na natureza coexistem a ordem (o determinismo) e o Caos (a
imprevisibilidade), “assim a estrutura fragmentada do fractal fornece certa ordem ao
Caos e busca padrdes dentro de um sistema por vezes aparentemente aleatorio”
(BARBOSA, 2005, p.10).

O estudo dos fractais possibilita a percepcao de infinito. James Gleick, citado
por Nunes (2006) afirma: “Para os olhos da mente, um fractal € a maneira de
entrever o infinito”.

Segundo Capra (1996), o matematico Frances Benoit Mandelbrot a partir da

década de 50 iniciou seus estudos da geometria de fendmenos naturais irregulares e
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compreendeu gue estas formas geométricas apresentavam caracteristicas comuns
bastante notaveis.

Matematicos como George Cantor, Giusepe Peano, Helge Von Koch e
Waclaw Sierpinski anterior ao trabalho de Mandelbrot, ja haviam criados figuras que
nao atendiam as definicbes da Geometria Euclidiana, consideravam estranhas e
indefinidas, essas figuras receberam o nome de “‘monstros matematicos”. Para
Janos (2008) esta designacao se deu pelo fato que, diferente do que estamos
acostumados, estas figuras nunca sao realmente retas ou curvas, sdo objetos sem
forma definida.

George Cantor (1845-1918), matematico descendente de portugueses,
nascido na Russia, adotou nacionalidade alemd, foi professor da Universidade de
Hale, dedicou muito de seus estudos em pesquisas relativas a fundamentacdo da
matematica, em 1883 publicou um trabalho no qual apresentava um conjunto que
hoje conhecemos por “Conjunto de Cantor” ou “Poeira de Cantor” e este talvez tenha
sido o primeiro objeto reconhecido como fractal, na época, considerado um dos
“‘monstros matematicos”. (BARBOSA, 2005). Para Janos (2008, p.1), “Este conjunto
representa também um modelo de imaginagao e abstragao da Matematica”. Entao o
que na verdade caracteriza o Conjunto de Cantor, “¢ o conjunto de pontos que
permanecem apos as infinitas fases” (BARBOSA, 2005, p. 26). Para construcao
geomeétrica do Conjunto de Cantor: (BARBOSA, 2005, p. 25), inicialmente considera-
se um segmento de reta, na sequéncia divide-se este segmento em trés partes de
medidas iguais, eliminando a parte central, Essa operacdo, repete-se
sucessivamente e indefinidamente em cada segmento restante.

A Figura 1 representa o “Conjunto de Cantor”, na figura a espessura do

segmento foi aumentada para facilitar a visualizacao.

initiator

1st ikeration

2nd iteration

3rd iteration

Figura 1 - Conjunto de Cantor
Fonte: Fractovia
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Barbosa (2005) apresenta também como precursor dos trabalhos de
Mandelbrot em relacdo a Geometria Fractal, 0 matematico, Giusepe Peano, italiano,
nasceu em Cuneo (1858) e faleceu em Turim em (1932). Foi professor da Academia
Militar de Turim e € o0 responsavel pela axiomatizacdo dos numeros inteiros
(positivos). Seus trabalhos, utilizando notacdes e o rigor da légica, surpreenderam
0S matematicos contemporaneos. Segundo Barbosa (2005), em 1890, tratando do
aprofundamento das noc¢des de continuidade e dimensédo, Peano publica sua
famosa curva, também considerada “monstro matematico”. Na construcéo da “Curva
de Peano”, iniciamos com um segmento de reta; substituimos por uma curva de
nove segmentos, conforme indicado na Figura 2, portanto em escala 1/3. Na
sequéncia substituimos cada segmento anterior pela curva de nove segmentos, e

assim sucessivamente até cobrir totalmente uma superficie quadrangular.

Passo 0 Passo1

Passo 2 Passo 3

Figura 2 - Curva de Peano
Fonte: Natcomp (2012)

Outro matematico cujos trabalhos também tiveram uma grande influéncia no
desenvolvimento da Geometria Fractal, segundo Barbosa (2005) foi o matematico
polonés Waclaw Sierpinski (1882-1969), professor em Lvov e Wariaw, na década de
1920-1930, destacou-se em seus estudos, a ponto de uma das crateras lunares
receber o seu nome. Em 1916, apresentou um dos famosos “monstros” que
conhecemos por Triangulo de Sierpinski. A construcédo do Triangulo de Sierpinski,
parte inicialmente de um triangulo equilatero em seguida este triangulo € dividido em

quatro tridangulos equilateros a partir de segmentos tracados unindo os pontos médio
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de seus lados, essa operacao repete-se sucessivamente nos triangulo encontrados,
exceto no triangulo central que deve-se eliminar (remover), o que no desenho, pode
ser codificado colorindo com uma unica cor. A Figura 3, a seguir, destaca o
Tridngulo de Sierpinski nas seis primeiras iteragdes.

Figura 3 - TriAngulo de Sierpinski
Fonte: Fractovia (2012)

Capra (1996, p.119) apresenta uma das formas fractais mais simples
geradas pela iteracdo, isto é, a repeticdo incessante de certa operacao geométrica,
€ a chamada de “Curva de Koch” ou “Curva do Floco de Neve”. Helge Von Koch,
matematico polonés, em 1904 e 1906 introduziu esta curva que recebe seu nome.
Na curva “a operagdo geométrica consiste em dividir uma linha em trés partes iguais
e substituir a secdo central por dois lados de um triangulo equilatero, repetindo
muitas vezes, e em escalas cada vez menores, é criada uma Curva de Floco de
Neve denteada”. (CAPRA, 1996, p. 120). Na Figura 4 observa-se o fractal Curva de

Koch e o aspecto da curva ap0s diversas iteragdes.
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Figura 4 - Curva de Koch
Fonte: Com Ciéncia (2008)

Influenciado pelos trabalhos destes matematicos, em 1970 Benoit
Mandelbrot publicou o livro “The Fractal Geometry of Nature” no qual introduz o
termo “fractal”, que segundo Barbosa (2005), tem sua origem no latim, do adjetivo
fractus, cujo verbo correspondente fragere, significa quebrar: criar fragmentos
irregulares, fragmentar. Assim utilizou-se o termo Fractal para denominar as figuras
que representam aspectos da natureza, que na geometria tradicional ndo era

possivel representar, o fractal Curva de Koch representa uma linha costeira.

A maior parte da natureza € muito, muito complicada. Como se poderia
descrever uma nuvem? Uma nuvem ndo € uma esfera... E como uma bola,
porém muito irregular. Uma montanha? Uma montanha ndo € um cone [...].
Se vocé falar de nuvens, de montanhas, de rios de relampagos, a
linguagem geométrica aprendida na escola é inadequada (MANDELBROT
apud CAPRA, 1996, p. 118).

Para representar formas semelhantes as existentes na natureza, Mandelbrot
criou a Geometria Fractal. O termo fractal foi criado para designar um objeto
geomeétrico que nunca perde a sua estrutura, qualquer que seja a distancia de viséo.

Vale observar que nem tudo na natureza é Fractal, como salienta Alves
(2007, p. 141), “uma gota de agua ou uma porg¢ao de agua parada nao sao fractais,
mas a ondas do oceano e as correntes e percurso dos rios sdo, muitas vezes
fractais”.

Benoit Mandelbrot, segundo Barbosa (2005), é considerado o “Pai da

Geometria Fractal”’ e hoje se entende por Geometria Fractal um ramo da Matematica
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gue estuda os Fractais, considerada uma Geometria ndo Euclidiana, pois henhum
dos cinco postulados de Euclides é satisfeito.

Utilizando um sistema de duas equacdes Mandelbrot em 1970, criou o seu
mais famoso Fractal, dando origem a essa recente geometria chamada Geometria
Fractal. O Fractal de Mandelbrot foi reconhecido como o mais complexo objeto da
matematica, “em seu interior, infinitas regides podem ser observadas” (JANOS,

2008). A Figura 5 destaca este fractal em diferentes escalas.

Figura 5 - Fractais de Mandelbrot
Fonte: Ultra Fractal (2012)

Segundo Capra (1996) o conjunto de Mandelbrot é o Unico, embora as
regras (formulas) para a sua construcdo sejam simples, a variedade e a
complexidade que ela revela sado inacreditaveis. Para Janos (2008) “o Fractal de
Mandelbrot é, sem duvida, um dos objetos mais intricados que conhecemos”. A

funcdo interativa que gera o Fractal de Mandelbrot usa um sistema de duas
2 2
equacdes: Xp =X, — Y, ta
yn—l - 2Xn yn + b

Na construcdo do Fractal de Mandelbrot, usam-se as equac¢des como uma
“‘maquina de transportar” pontos (Janos, 2008), sendo que cada ponto é obtido do
anterior e como todo fractal, a ultima imagem gerada é composta pelos pontos da

dltima iteragéo. Para iniciar a construgéo, define-se um ponto inicial (x,,y,) de onde

partir. Os valores de a e b determinam a que distancia e em que direcdo seré
colocada o proximo ponto.
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2.2.1 Caracteristicas dos Fractais

Um fractal € definido por trés caracteristicas basicas, a auto-similaridade, a

complexidade infinita (iteracéo) e a dimenséo fracionaria.

Auto-similaridade

Segundo Carvalho (2005) auto-similaridade ou auto-semelhanca € a mais
elementar e marcante das caracteristicas dos fractais, significa que cada parte em
escala menor é exatamente igual ou semelhante a parte inicial, isto €, cada parte
ampliada da imagem sera igual a da inicial. “Auto-similaridade é que seus padrbes
caracteristicos sdo repetidamente encontrados em escala descendente, de modo
que suas partes, em escalas menores, em qualquer escala, sdo, na forma,
semelhantes ao todo” (CAPRA, 1996, p. 118). Existem dois tipos de auto-
semelhanca: exata e a aproximada ou estatistica.

Ainda segundo (CAPRA, 1996) a auto-semelhanca exata significa que,
mesmo ampliado varias vezes, cada parte € idéntica a original, ndo importando
guantas vezes seja ampliado.

A auto-semelhanca estatistica significa que o objeto ampliado vérias vezes
nao sera igual ao inicial, sera apenas semelhante. O fractal possui medidas
numericas ou estatisticas que sao preservadas em diferentes escalas. Para Janos
(2008, p. 35):

O que existe nas figuras da natureza é uma auto-semelhanca aproximada
em diferentes escalas. Essa auto-semelhanca aproximada é chamada de
auto-semelhanca estatistica, porque, em diferentes escalas, essa auto-
semelhanca existe em média. Nos fractais matematicos, as partes sao
cOpias exatas do todo, mas nos fractais naturais as partes sao apenas
reminiscéncias do todo.

Os fractais que apresentam a caracteristica da auto-semelhanca exata séo
agueles construidos a partir de figuras geométricas os chamados Fractais
Geométricos: Curva de Koch, triangulo de Sierpinski, enquanto que, os fractais

encontrados na natureza, os Fractais Naturais, couve-flor, gengibre, nuvens
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apresentam uma auto- semelhanca estatistica, pois as partes sdo semelhantes em
média ao todo, isto €, as partes em escalas menores, sdo apenas parecidas com o

todo.

Complexidade Infinita ou Iteragao

Esta caracteristica se relaciona a existéncia de um processo recursivo, o0 que
significa que uma determinada operacdo repete-se infinitamente, de acordo com
esta propriedade, cada fractal em sua construcdo dispde de um numero infinito de
procedimentos, resultando em uma estrutura complexa. “A técnica principal para se
construir um fractal é a iteracdo — isto é, a repeticao incessante de certa operagao
geométrica”. (CAPRA, 1996, p. 119).

O processo de repeticdo com iteragdes infinitas realmente se efetivou com o
desenvolvimento de softwares matematicos, pois manualmente a divisdo em escalas
menores é limitada.

Com a ajuda de computadores, as iteracfes geométricas simples podem ser
aplicadas milhares de vezes em diferentes escalas, para produzir 0s assim
chamados forjamentos (forgeries) fractais—modelos, gerados por computador, de
plantas, arvores, montanhas, linhas litordneas e tudo aquilo que manifeste uma
semelhanca espantosa com formas reais encontrada na natureza (CAPRA, 1996, p.
120).

A Geometria Fractal teve grande destaque apds o desenvolvimento e
aprimoramento da informatica e tem revelado vérias aplicacbes, como nos
exemplos, citado por (TRATCH, 2008), na Biologia, auxilia a compreensédo do
crescimento das plantas, na Medicina, possibilita uma visdo anatdmica do corpo
internamente a estruturacdo de alguns 6rgédos e no diagndstico de alguns tipos de
cancer, na Engenharia eletrénica permite a analise de ruidos nas comunicagfes
telefénicas, segundo Barbosa (2005) Mandelbrot na IBM, deparou-se com
problemas de ruidos nas linhas telefénicas, a aleatoriedade e irregularidade dos
ruidos afastavam os engenheiros da busca de solu¢des. Empregando o trabalho de
Cantor resolveu o problema, pensando nos erros de transmissdo como um desses

conjuntos que alguns ruidos nédo podiam ser eliminados.
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A Dimenséao Fractal

A dimensdo da Geometria Fractal, diferente da dimensdo da Geometria
Euclidiana, é um numero fracionario, para Barbosa (2005) “E um novo tipo de
dimensdo denominada dimensdo fractal, associada a aspereza, espessura,
densidade, textura etc”.

Na Geometria Euclidiana, segundo Tratch (2008), “a dimensao de um objeto
esta relacionado ao espaco, no qual o objeto esta inserido e indica como o objeto é
medido” sabemos que, um ponto tem dimensido zero, ndo tem nem largura nem
comprimento; uma reta tem dimensao um, uma figura plana tem dimensao dois e 0
espaco que vivemos tem dimensao trés.

A dimenséo fractal, segundo a mesma autora, “é expressa geralmente por
um valor ndo inteiro e esta relacionada com sua estrutura, seu comportamento e seu
grau de irregularidade” (TRATCH, 2008, p. 18). Mas como medir o litoral da

Inglaterra? Como caracterizar o “denteamento” do litoral?

Madelbrot acentuou essa caracteristica das formas fractais, mostrando que
desde que o comprimento medido pode ser indefinidamente estendido se
nos dirigimos para escalas cada vez menores, ndo hd uma resposta para
essa pergunta. No entanto, € possivel definir um nimero entre 1 e 2 que
caracterize o “denteamento” do litoral... Uma linha denteada em um plano
preenche mais espaco do que uma linha reta, que tem dimensé&o 1, porém
menos do que o plano, que tem dimenséo 2. (CAPRA, 1996, p. 118).

Barbosa (2005), define Dimensao Fractal, demonstrando a equagao para o
seu célculo a partir da comparacado com objetos de 1, 2 e 3 dimensdes, repartindo-
0Ss em objetos auto-similares, determinando assim a formula para o calculo da
_logm
- logn

Dimensao Fractal:

Nesta férmula “m”, corresponde ao numero de segmentos semelhantes e “n”

representa o fator de escala, isto é, a razdo de semelhanca.

Para ilustrar vamos considerar o Fractal Geométrico Curva de Koch, e
determinar a sua dimenséao, utilizando a formula apresentada por Barbosa (2005),

quadro 2 a sequir.
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p_ log4
log3
Aproximadamente
~0,60206
0,47712
D =1.262

Curva de Koch (1° Nivel) onde, m=4en=3

Quadro 2 - Calculo da dimenséao fractal da Curva de Koch
Fonte: Autoria prépria

Este conceito de dimensao fractal, segundo Capra (1996), inicialmente foi
uma ideia matematica abstrata, no entanto, tornou-se uma poderosa ferramenta
para as analises da complexidade das formas fractais. Quanto mais denteados
forem os objetos naturais, contornos de um relampago ou nuvens mais altas seréo
suas dimensdes fractais, fracionarias em um intervalo de zero a trés. Isso significa,
por exemplo, que a Curva de Koch, dimensdo 1.262, esta situada entre 0 espaco
unidimensional (maior que uma linha reta) e o bidimensional (menor que uma figura
plana).

No célculo da Dimenséo Fractal do Triangulo de Sierpinski, vamos utilizar

como referéncia o fractal no 2° nivel, na segunda iteragdo. Quadro 3 a seguir.

p-lgm _  p_lo3
logn log2
Aproximadamente
_oa7
0,30
Triangulo de Sierpinski (2° Nivel) onde, m =2 e D =1,585
n=3

Quadro 3 - Calculo da dimenséo fractal do Triangulo de Sierpinski
Fonte: Autoria propria

Na interpretacdo da dimensédo do fractal Triangulo de Sierpinski, o valor
1,585 significa que o fractal tem dimensao maior que um segmento de reta e menor

gue de uma figura plana, cuja dimensao é 2.
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Janos (2008, p. 74) apresenta um exemplo de um objeto na dimenséao entre
0s espagos bidimensional e tridimensional: “pegue uma folha de papel 5x10cm e
amasse-a até formar uma bola de papel. Esta bola de papel tem dimensé&o entre 2 e
3. A tentativa de construir objetos de 3 dimensdes a partir de objetos de 2
dimensdes produz estruturas fractais quebradicas com espacos vazios irregulares
como a bola de papel”. Uma curva quanto mais “denteada” for mais proxima de dois
sera a sua dimens&o, e quanto menos amassada for a “bola de papel” mais proxima

de dois sera a sua dimensao.

2.2.2 Classificacao dos Fractais

Os fractais, segundo Menezes (2003), apresentam duas categorias: 0S
geométricos (deterministicos) e os nao-lineares (Aleatérios e da Natureza).

Geometria Fractal da natureza séo elementos da natureza que possuem a
caracteristica da auto-similaridade, observada por Madelbrot, isto é cada parte, em
escala menor é semelhante ao todo. S&o considerados fractais da natureza; nuvens,
algumas rochas, couve-flor, arvores e o brécolis. Como se pode observar na figura
6.

Figura 6 - Fractal da natureza — brécolis
Fonte: Com Ciéncia (2008)

Os Fractais Geométricos caracterizam-se pelos modelos fractais construidos
a partir de figuras geométricas, repetem padrées continuamente. Como exemplo de

Fractais Geométricos tem-se: A Curva de Koch, o Triangulo e o Tapete de
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Sierpinski, a Esponja de Menger. Em destaque, um modelo de Fractal Geométrico

na figura 7 o Tapete de Sierpinski.
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Figura 7 - Tapete de Sierpinki
Fonte: Souza (2010)

Os Fractais Aleatorios sdo os fractais construidos a partir da geometria
dindmica, na qual as iteragbes podem ser repetidas uma infinidade de vezes,
resultando em belissimas figuras. "S@o construidos por meio de funcdes iterativas
complexas, geralmente com o auxilio de programas computacionais especificos.
Sao simétricos na escala, mas a transformacdo néo € previsivel". (TRATCH, 2008).
Um modelo de fractal aleatério (Figura 8).

Figura 8 - Fractal Aleatdrio
Fonte: Ultra Fractal (2012)
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2.3 O ENSINO DE GEOMETRIA

No Brasil nos ultimos anos com as reformas nas leis que organizam o
ensino, verificou-se uma crescente onda de resgate do ensino de Geometria,
conteudo este, esquecido, devido a grande valorizacdo dos conceitos algébricos,
resultado do Movimento da Matematica Moderna. Autores como Pavanello (1993)
Lorenzato (1995) apontam para o esvaziamento dos conteludos de geometria no
ensino de Matematica, identificando como possiveis causas a formacdo do
professor, o curriculo e até mesmo o Livro didatico.

Lorenzato (1995, p. 06) reforca essa ideia, afirmando que:

Sdo0 inUmeras as causas, porém, duas delas estdo atuando forte e
diretamente em sala de aula: a primeira € que muitos professores nao
detém os conhecimentos geométricos necessérios para a realizacdo de
suas praticas pedagoégicas. A segunda causa da omissdo geométrica deve-
se a exagerada importancia que entre nés, desempenha o livro didatico
(LORENZATO, 1995, p.06).

Assim, a partir da década de 90, influenciados pelas novas concepc¢des a
respeito da construgcdo do conhecimento e da difusdo dos trabalhos de Piaget,
Vygotsky e Vergnaud, surgem discussdes acerca da importancia do conhecimento
geomeétrico e busca-se o seu resgate. “Sem estudar Geometria as pessoas nao
desenvolvem o0 pensar geométrico ou o raciocinio visual e, sem essa habilidade,
elas dificilmente conseguirdo resolver situagdes de vida que forem geometrizadas..."
(LORENZATO, 1995, p. 5). Fainquelernt também enfatiza a importancia do estudo

de geometria, quando afirma:

O estudo da Geometria € de fundamental importancia para desenvolver o
pensamento espacial e o raciocinio ativado pela visualizacéo, necessitando
recorrer a intuicdo, a percepcdo e a representacdo, que sdo habilidades
essenciais para a leitura do mundo e para que a visdo da Matematica néao
figue distorcida. Essas razdes sao suficientes para que o0 ensino de
Geometria no 1° grau ndo seja desenvolvido através de automatismo,
memorizacdo e técnicas operatdrias nem baseado em um processo de
formalizacdo com crescente nivel de rigor, abstracdo e generalizacao.
(FAINQUELERNT, 1999. p.53)
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Tendo em vista, a importancia que estudo de geometria exerce na vida das
pessoas, na elaboracdo de um documento curricular, precisa-se priorizar 0 seu
ensino e também investir fortemente em cursos de formagdo continuada para 0s
professores, que foram fragilizados com a auséncia desses conteudos em seus
CUrsos.

Assim, os documentos que orientam o ensino de Matematica: Diretrizes
Curriculares Nacionais (DCN), Parametros Curriculares Nacionais (PCN) e Diretrizes
Curriculares Estaduais (DCE), comprovam essa tentativa de resgate do ensino de
geometria, abordando a importancia do seu ensino.

Os PCN (BRASIL, 2001) no seu bloco Espaco e Forma enfatizam: “Os
conceitos geométricos constituem parte importante do curriculo de matemética no
ensino fundamental, porque, por meio deles, o aluno desenvolve um tipo especial de
pensamento que |he permite compreender, descrever e representar, de forma
organizada, o mundo em que vive”.

As Diretrizes Curriculares Estaduais (DCE) do Parand, cujas discussdes se
iniciaram em 2003, trazem a importancia do estudo de geometria, (PARANA, 2008)
‘para que o aluno se aproprie do conhecimento de forma que compreenda os
conceitos e principios matematicos, claramente e comunique ideias, reconheca suas
aplicacOes e aborde problemas matematicos com seguranga”.

Abordar o conteudo de geometria de forma que tenha significado para o
aluno, também é evidenciado no, Guia do Livro Didéatico, documento de orientacao
aos professores na escolha do livro didatico no Programa Nacional do Livro Didatico
(PNLD) langado pelo MEC, na edi¢do de 2007, em seu texto afirma, em relagéo as
16 obras aprovadas no PNLD/2008:

A capacidade de visualizar é fundamental na geometria, tanto no sentido de
captar e interpretar as informagfes visuais, como no de expressar as
imagens mentais por meio de representacdes, graficas ou ndo. O trabalho
com diversas formas de representagdo grafica é feito em parte das obras,
na maioria das obras ainda persiste uma atencdo exagerada as
classificagdes e a nomenclatura (GUIA DO LIVRO DIDATICO, 2007, p.44-
45).

Portanto, priorizar no ensino de matematica na educacdo basica os
conceitos de Geometria € contribuir com o aluno para que ele amplie o seu horizonte
de conhecimento, pois 0 meio em que vivemos estd mais proximo dos conceitos das

geometrias ndo euclidianas. Cruz (2008) confirma esta necessidade:
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E necessario discutir com os alunos que a perfeicio dos espacos
geograficos é consequéncia da atividade humana, sendo que, em muitos
espacos onde vivemos nos deparamos com situacdes que fogem das
alteracdes proferidas pelas pessoas e, portanto, foge aos conceitos de
geometria plana, uma geometria Euclidiana. E coerente, do ponto de vista
da aprendizagem matematica, explorar os conceitos de Geometria Nao
Euclidiana. (CRUZ, 2008, p.4)

Questdes como estas que mostram a importancia do ensino de geometria,
tendo em vista, a ampliacdo do universo de conhecimento do aluno, permearam as
discussbes entre os professores, no momento da elaboracdo das Diretrizes
Curriculares Estaduais de Matematica do estado do Parana, optando assim por

incluir seus conceitos no documento.

2.4 AS DIRETRIZES CURRICULARES ESTADUAIS DE MATEMATICAE O
ENSINO DE GEOMETRIA FRACTAL

A partir da discussdo curricular desenvolvida pela Secretaria Estadual de
Educacdo do estado do Parana em 2003, no processo da elaboracdo da Diretriz
Curricular, especificamente sobre o ensino de Geometria, optou-se pela inclusdo do
conteudo Geometria Fractal a ser abordada, tanto no Ensino Fundamental como no
Ensino Médio.

Para entender os motivos que levaram a inclusdo do ensino da Geometria
Fractal, como conteldo da Educacdo Bésica, que caracteriza um avango na
educacdo, é necessario rever como 0 ensino de Matematica foi e € organizado na
rede estadual de ensino e quais os documentos que nos ultimos anos orientaram o
ensino no Parana.

Pensar nos documentos curriculares que orientam o0 ensino € necessario
que inicialmente se entenda: O que € curriculo? O que ele representa no espago
escolar? O termo muitas vezes é utilizado para se referir apenas ao rol de conteudos
de cada disciplina, no entanto, seu significado € muito maior. Nos Parametros

Curriculares Nacionais (PCN) curriculo € compreendido como:
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Curriculo pode significar a expressao de principios e metas de projeto
educativo, precisam ser flexiveis para promover discussdes e reelaboracdes
guando realizados em sala de aula, pois € o professor que traduz os
principios elencados em ordem didéatica. (BRASIL, 1998, p. 49).

Ainda nos PCN (BRASIL, 1998), “curriculo é a expressdo dinamica do
conceito que a escola e o sistema de ensino tém sobre o desenvolvimento dos seus
alunos e que se propde a realizar com eles”. Estes significados atribuidos ao
curriculo ressaltam que € na escola que o curriculo se constréi, “O curriculo como
configurador da pratica, produto de ampla discussdo entre sujeitos da educacdo,
fundamentado nas teorias criticas e com organizacao disciplinar’ (PARANA, 2008, p.
19) é nesta concepcdo que as DCE do Estado do Parand se firmaram na sua
elaboracgao.

No final da década de 1980, o Estado do Parand, através da Secretaria de
Estado da Educacédo, produziu um documento de referéncia curricular para a sua
rede publica de Ensino Fundamental, denominado Curriculo Basico. Na sua
fundamentacdo, apontava para a Pedagogia Historico-Critica, que “busca construir
um sujeito epistémico, que atue na sociedade de forma critica e reflexiva” (PARANA,
1990, p. 66). Este documento ja pontuava questdes da Educacdo Matematica, cujas
ideias comecgavam a se firmar no Brasil.

Com a aprovacéo da Lei das Diretrizes e Base (LDB n. 9394), em dezembro
de 1996, que definiram aspectos curriculares, tanto na oferta das disciplinas que
compdem a parte diversificada quanto no elenco dos conteudos das disciplinas da
base nacional comum (art.26, LDB), e dava autonomia as escolas na elaboracéo de
suas grades curriculares. Desencadeou no Estado do Parana, um abandono do
documento Curriculo Basico elaborado no final da década de 80.

Nesse sentido, a partir de uma leitura conveniente da LDB, a disciplina de
Matematica na grade curricular das escolas foi dividida, sendo criadas diferentes
disciplinas para a parte diversificada relativa ao ensino de Matematica, tais como:
Geometria, Desenho Geométrico, Algebra, Matematica Béasica, entre outras, que
abordavam os campos de conhecimento da Matematica, mas enfraqueciam-na
como disciplina.

No final da década de 90, com a distribuicdo dos Parametros Curriculares
Nacionais, que visavam a constru¢cdo de um referencial que orientasse a pratica

escolar, na elaboracdo de suas propostas pedagogicas, para o Ensino Médio
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apenas orientavam as praticas docentes para o desenvolvimento de competéncias e
habilidades, com temas transversais, isto €, “no processo de ensino enfatizou o uso
da matematica para resolver problemas locais, ndo priorizando o conhecimento
matematico historicamente produzido” (PARANA, 2008).

No sentido de identificar como as escolas implementavam os PCN nas suas
propostas pedagdgicas, no inicio de 2003, a Superintendéncia da Educacdo da
Secretaria Estadual de Educacgéo do Parand, realizou um diagnostico o qual revelou
que nas escolas do Estado havia uma indefinicdo na proposta pedagdgica, tendo em
vista as diferentes leituras dos documentos que orientavam o ensino. (PARANA,
2008).

Em virtude desse fato, a partir de 2003, no Paranda, a equipe da Secretaria
Estadual de Educacéo estabeleceu como prioridade: construir um documento de
orientacdo pedagdgica, visando além de uma definicdo de proposta pedagdgica, a
melhoria da qualidade do ensino no Estado. (PARANA, 2008).

Assim, em marco de 2004, iniciou-se um processo de formagao continuada
com discussdes coletivas com todos os seguimentos da educacdo estadual,
professores atuantes em diferentes niveis e modalidades de ensino, educadores dos
Nucleos Regionais de Educacdo e das Equipes Pedagogicas da Secretaria de
Estado da Educacgao reuniram-se tendo em vista a elaboracdo de um documento
que orientasse 0 ensino no Parana. As equipes pedagogicas dos 32 Nucleos
Regionais de Educacéo instituiram os chamados, Grupos de Trabalho (GT), no
sentido de descentralizar o trabalho, assim, em cada regidao do estado foram
realizados seminarios estaduais com os temas: “O valor educativo da Matematica”;
“‘Relagao professor-aluno”; “Relagao ensino-aprendizagem?”; “Avaliagao”; “O papel do
professor de Matematica”, no sentido de definir uma proposta curricular que, ao
mesmo tempo valorizasse a matematica como saber cientifico e também
contemplasse a cultura regional.

O processo coletivo para a elaboracdo das DCE, com a participacdo dos
professores ndo é aceita totalmente, autores como Caldatto (2011) e Branco (2011),
discordam deste fato. Branco (2011), citada por Caldatto (2011) confirma sua

opinido:
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Na verdade, o documento final € muito mais fruto de uma discusséo interna,
de uma relacdo de poder, de conflitos de ego, do que uma discussao
coletiva com os professores da rede. Dessa forma, podemos dizer que essa
versdo final tem muito pouco da cara do ensino fundamental, da demanda
do ensino fundamental, dos anseios apresentados pelos professores do
fundamental. Eles talvez se enxerguem por terem visto algo parecido,
termos parecidos com o que esté no texto em algum momento, mas nao de
fato pela discusséo que fizeram sobre o termo. (BRANCO, 2011).

No entanto, o professor Carlos Petronzelli no mesmo texto de Caldatto
(2011), sistematiza como foi o trabalho para a elaboragdo das DCE no Parana e

reforca a participacédo de todos os segmentos da educacao.

Formaram-se grupos de professores de cada area em cada nucleo, e a
discusséo se deram em um primeiro momento no ndcleo, progressivamente,
esses grupos iam para Curitiba ou Faxinal do Céu, e posteriormente
repassavam o que havia sido desenvolvido nos encontros com a SEED aos
seus pares, ou seja, aos demais professores da rede do nicleo que nao
haviam ido aos encontros. E todos os passos desse processo se davam
segundo alguns critérios estabelecidos pela SEED, entdo as acdes tinham
uma amplitude imensa, formavam-se gigantescos grupos e isso foi indo,
com vérias idas e vindas, e agregada a essas idas e vindas tinham as vérias
versfes do documento. (PETRONZELLI, 2011 apud CALDATTO, 2011).

Petronzelli (2011), professor da Universidade Federal do Parand, participou
do grupo que em 2003 iniciou as discussdes para a elaboracdo das DCE e afirma a

sua construcao coletiva.

Se considerarmos a dinamica que a secretaria deu, em cima dos autores
pés-modernos que de certa forma centralizou e fez da agdo do professor no
dia a dia o caminho, o meio, e o fim, entdo eu diria que as DCEs séo a cara
do professor, porque na Matematica e nas outras areas o conhecimento
teria que ser o reflexo da pratica desse professor, se ndo, vocé nédo
responde por essa acdo descentralizada que € caracterizada pela
participacéo do professor. (PETRONZELLI, 2011).

Este trabalho apontado pelo professor Petronzelli, resultou no documento
denominado Diretrizes Curriculares Estaduais de Matematica (DCE), distribuidos aos
professores em 2008 que se apresenta dividido em duas partes. Na primeira parte
discorre sobre a Educacéo Basica e a Opcao pelo Curriculo Disciplinar; na qual

contempla:
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1.0s sujeitos da Educacédo Basica: neste item sdo apontados as caracteristicas dos
sujeitos da escola publica, e qual a formacdo que se quer proporcionar a esses
sujeitos, tendo em vista “a escola contribuir para determinar o tipo de participagéo
que Ihe cabera na sociedade” (PARANA, 2008, p. 14).

2.Fundamentos Tedricos: contempla as concepcdes de curriculo e a justificativa da
opcdo de um curriculo como configurador da pratica, vinculado as teorias criticas,
com organizacao disciplinar e com metodologias que priorizem diferentes formas de

ensinar, de aprender e de avaliar.

Embora se compreendam as disciplinas escolares como
indispenséaveis no processo de socializacdo e sistematizacdo dos
conhecimentos, ndo se pode conceber esses conhecimentos restritos
aos limites disciplinares, assim as relacdes interdisciplinares, sdo
entendidas como necessarias para a compreensao da totalidade.
(PARANA, 2008, p. 20).

3.Dimensdes do Conhecimento: O conhecimento e as disciplinas curriculares; A

interdisciplinaridade e a Contextualizagdo Socio-Historica;

4.Avaliacdo: Este item contempla as perspectivas da avaliacdo para a Educacao
Basica, enfatizando o papel da escola no sentido de “formar sujeitos que construam
sentido para 0 mundo que compreendam criticamente o contexto social e histéricos
que s3o frutos” (PARANA,2008, p.31).

A segunda parte do documento contém o texto das Diretrizes Curriculares da

Disciplina da Matematica, esta assim distribuido:

1.Dimensédo Histérica da Disciplina: O texto apresenta o desenvolvimento da
Matematica desde suas origens até a sua constituicdo como disciplina no curriculo
escolar brasileiro e as tendéncias pedagdgicas que influenciaram o ensino de

Matematica em nosso pais.

2.Fundamentos Tedrico-Metodoldgicos: Este item aponta a importancia do professor

refletir sobre a sua concepcdo de Matematica enquanto campo de conhecimento,
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destacando a Educacdo Matematica com campo de estudos que possibilita o

professor balizar sua acéo docente.

3.Conteudos Estruturantes: Neste documento os campos de estudos da Matematica
foram distribuidos em: Numeros e Algebra; Grandezas e Medidas; Geometrias;

Funcdes e Tratamento da Informacao;

4.Encaminhamentos Metodoldgicos: Apresenta a proposta de encaminhamento
metodolégico das DCE, enfatizando que o trabalho do professor ao trabalhar os
conteudos precisa articular os Conteudos Estruturantes com o0s conteudos
especificos visando abandonar as abordagens fragmentadas, e os conteidos devem
ser abordados por meio das tendéncias metodoldgicas da Educacdo Matematica.

5.Avaliacdo: Neste item o documento aponta as formas de avaliar em Matematica,
tendo em vista superar a pratica historicamente marcada pela pedagogia do exame,
neste sentido, propde que a avaliacdo deve acontecer ao longo do processo de
ensino aprendizagem e que considerem a relacdo do aluno com o conhecimento e a

compreensao alcancada por ele.

Finalizando o caderno das DCE, (PARANA, 2008), sdo apresentadas as
referéncias bibliograficas que fundamentaram o texto e anexo ao documento, por
solicitacdo dos professores da rede, foram pontuados os contetdos béasicos da
disciplina de Matemaética distribuidos nas diferentes séries da Educagéo Basica.

O texto das DCE (2008) aponta importantes consideracbes teorico-
metodoldgicas para o ensino da matematica. Prioriza um ensino que seja (PARANA,
2008, p. 48)

Diferente daquele proveniente do ensino classico que privilegiava métodos
puramente sintéticos, cuja premissa pautava o rigor das demonstracdes.
Também sugerem um ensino que possibilitem aos estudantes realizarem
andlises, discussbes, conjecturas, apropriacdes de conceitos e formulacéo
de ideias. (PARANA, 2008, p. 48).



39

Este documento considera as Geometrias como Conteudo Estruturante, ou
seja, sdo conhecimentos de grande amplitude, 0s conceitos e as praticas que
identificam e organizam os campos de estudos de uma disciplina.

Para o Ensino Fundamental e Médio, o Contelido Estruturante Geometrias
se divide nos conteudos especificos: Geometria Plana, Geometria Espacial,
Geometria Analitica e nocdes basicas de Geometrias Nao Euclidianas.

Por solicitacdo dos professores durante as discussdes para elaboracéo das
diretrizes, como anexo ao documento das DCE de Matematica, encontra-se um
quadro que apresenta a sistematizacdo dos contetdos basicos para a o ensino de

Matematica na Educacéo Basica, indicando os contetdos divididos por séries.

Entende-se por conteddos basicos os conhecimentos fundamentais para
cada série da etapa final do Ensino Fundamental e para o Ensino Médio,
considerados imprescindiveis para a formacdo conceitual dos estudantes
nas diversas disciplinas da Educagdo Béasica. O acesso a esses
conhecimentos € direito do aluno na fase de escolarizagdo em que se
encontra e o trabalho pedagogico com tais contetdos é responsabilidade do
professor (PARANA, 2008, p.76).

O conteudo Geometria para o Ensino Médio traz como objetivos de
aprendizagem: perceber a necessidade das geometrias nao euclidianas para a
compreensao dos conceitos geométricos, quando analisados em planos diferentes
do de Euclides; compreender a necessidade das geometrias ndo euclidianas para o
avanco das teorias cientificas; articular ideias geométricas em planos de curvatura
nula, positiva e negativa; conhecer o0s conceitos basicos da Geometria Eliptica
(geometria da superficie esférica), hiperbolica e Fractal (PARANA, 2008, p. 80).

Em relacdo a Geometria Fractal, foco deste trabalho, as DCE orientam:

Na geometria dos fractais, pode-se explorar: o floco de neve e a curva de
Koch; triangulo e Tapete de Sierpinski, conduzindo o aluno a refletir e
observar 0 senso estético presente nessas entidades geomeétricas,
entendendo suas propriedades (PARANA, 2008, p.57).

E o professor, que praticamente tem como Unica fonte de pesquisa para a
elaboracdo de sua pratica pedagogica o livro didatico, tera subsidios elaborar o seu
Plano de Trabalho Docente (PTD), visando a abordar a Geometria Fractal, em sala

de aula? E os livros didaticos adotados nas escolas como apresentam este tema?
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Contribuigbes para o desenvolvimento da Geometria Fractal em sala de aula

Vérios pesquisadores em Educacdo Matematica desenvolveram trabalhos
envolvendo a Geometria Fractal destacando a importancia de abordar este tema e
que podem também fundamentar o professor em atividades na sala de aula. Entre
eles:

Ruy M Barbosa (2005), em seu livro “Descobrindo a Geometria Fractal para
sala de aula”, apresenta atividades para o desenvolvimento dos conceitos de
Geometria Fractal em sala de aula. Neste livro 0 autor inclui a criacao e exploragao
de fractais, a manipulacdo de materiais concretos e a utilizacdo de recursos
computacionais com softwares educacionais como: Nfract, Slogow, Cabri-geometre,
entre outros. Apresenta também comentarios historicos em relacdo aos precursores
de Mandelbrot nos estudos com os fractais, tornando o livro interessante e de facil
interpretacdo. Anexo ao livro é fornecido um CD para constru¢cdo dos fractais de
Mandelbrot e Julia. A leitura do livro e as constru¢cbes apresentadas foram fatores
indispensaveis ao desenvolvimento desta pesquisa, embora em nossa pesquisa
optassemos em utilizar outro software, as construcbes em sala de aula foram

baseadas nos trabalhos apresentado pelo autor.

Michel Janos (2006), em seu livro “Geometria Fractal” apresenta uma
introdugdo a Geometria Fractal através dos fractais chamados “classicos”, aborda
também como grande parte da natureza € fractal. Indica como construir fractais
matematicamente e traz exemplos de “Arte Fractal” apresenta também programas

especificos que geram fractais como o Fractint e Ultrafractal.

Raquel Sofia Rebelo Nunes, em sua dissertagao, intitulada “Geometria Fractal
e Aplicagcdes” Nunes (2006), afirma, “A Geometria Fractal, quando inserida na area
curricular de matematica no ensino basico, € um tema motivador e integrador de
varios tépicos matematicos” e complementa:” a exploracdo da Geometria Fractal, no
contexto de sala de aula impulsiona a utilizacdo da matematica na interpretacdo do
real, reconhecendo formas e processos que envolvem conceitos matematicos;
promove a pesquisa de padrbes e regularidade formulando em seguida
generalizagao em situacdes diversas. Embora o trabalho de Nunes (2006), esteja no
campo tedrico da Geometria Fractal, sua leitura foi um suporte para o

desenvolvimento da pesquisa, tendo em vista, que apresenta desde a percepcédo de
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infinito, passando pelos fractais classicos, de Cantor, Koch, Sierpinski, Peano e
Hilbert, fractais em sistemas dinamicos, até as aplicacdes da Geometria Fractal na

arte, medicina e computacao.

Hamilton Cunha de Carvalho em sua dissertacdo “Geometria Fractal
Perspectivas e possibilidades para o ensino de Matematica”, (Carvalho, 2005) da
Universidade Federal do Para, apresenta uma pesquisa realizada com alunos do
Ensino Médio, para os quais foi ministrado um curso sobre Geometria Fractal. Este
curso consistia em uma parte teérica e algumas atividades selecionadas de forma
que pudessem abranger topicos da Matemética curricular. Para Carvalho (2005), A
Geometria Fractal pode proporcionar aos alunos uma relacdo mais forte entre os

saberes, e também uma visao dinAmica da Matematica.

2.5 A GEOMETRIA FRACTAL PRESENTE NOS LIVROS DIDATICOS

Estudos de educadores matematicos, Kaleff (2007), Pais (1991), mostram
que para muitos professores, e alguns alunos, o livro didatico é o principal e, muitas
vezes, a Unica fonte de consulta. Uma parcela significativa dos professores utiliza na
preparacao de suas aulas apenas o livro didatico adotado na escola, até limitando o
conteudo abordado e a metodologia empregada ao proposto no livro. Como confirma
Pais (1991, p. 1):

O livro didatico € um dos recursos quase sempre presente no ensino da
matematica, onde funciona como fonte de referéncia para validacdo do
saber escolar. Quer seja por parte de alunos ou de professores, constitui em
uma importante fonte de informacBes para a elaboracdo de um tipo
especifico de conhecimento.

Considerando-se a importancia que o livro didatico assume no ensino, ao
fazer a escolha, seria necessério, por parte dos professores, uma analise criteriosa,
dos conteudos abordados nos livros a serem adotados, buscando uma coeréncia
com os conteudos elencados nas DCE, fato que dificilmente acontece.

O Ministério da Educacdo (MEC), por meio do Fundo Nacional do
Desenvolvimento Educacional (FNDE), executa programas voltados ao livro didético,

um deles é PNLEM (Programa Nacional do Livro Didatico do Ensino Médio) que tem
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por objetivo prover as escolas das redes federal, estadual e municipal com obras
didaticas de qualidade.

Os livros didaticos sao distribuidos gratuitamente para os alunos de todas
as séries da Educacédo Basica da rede pubica e, desde 2004, pela Resolucdo n° 38,
o PNLEM, prevé a universalizacdo do Livro Didatico também para os alunos do
ensino médio publico do pais. As principais acdes na execuc¢ao para efetivacdo do
programa sao: Inicialmente é enviado a todas as escolas publicas do pais, o Guia do
livro didatico, o qual apresenta as resenhas dos livros aprovados por especialistas
pedagogicos. Na sequéncia, nas escolas, diretores, professores e equipes
pedagogicas escolnem em um processo democratico as obras que serdo utilizadas
pelos alunos por trés anos consecutivos, beneficiando mais de um estudante nos
anos subsequentes.

Em 2005, o FNDE distribuiu a primeira edicdo do programa PNLEM. O
Parand optou em ndo participar do programa nacional. Assim, por meio de um
pregéo eletrénico foi escolhido o livro didatico de Matematica comum para todas as
escolas da rede de ensino publico estadual do Parana. No entanto, em 2008, a
opcao foi participar do programa nacional. Assim, em agosto de 2008, em todas as
escolas da rede estadual e federal do Parana diretores, professores e equipes
pedagdgicas, analisaram e escolheram os livros didaticos que seriam utilizados
pelos alunos nos trés anos subsequentes, no triénio 2009-2011.

Em Ponta Grossa, no Parana, e nos 11 municipios jurisdicionados ao Nucleo
Regional de Educacdo de Ponta Grossa, os livros escolhidos foram: Matematica
Completa® escolhido por 24 colégios; Matematica volume Gnico? escolhido por 10
colégios; na sequéncia temos as colecdes: Matematica aula por aula® escolhida por
10 colégios; a colecdo Matematica® foi escolhida por 4 colégios; Matematica®, 3

colégios, e Matematica e suas tecnologias®, escolhido por apenas um colégio.

! GIOVANNI, José Ruy; BONJORNO, José Roberto. Matematica completa. Sdo Paulo: FTD,
2005.

> DANTE, Luiz Roberto. Matematica. S&o Paulo: Atica, 2008.

¥ SILVA, Claudio Xavier da; BARRETO FILHO, Benigno. Matematica: aula por aula. Sdo Paulo:
FDT, 2005.

* SMOLE, Katia Cristina Stocco; DINIZ, Maria Ignez de Souza Vieira. Matematica ensino médio.
Sao Paulo: Saraiva, 2007. (Saber matematica).

®> PAIVA, Manoel Rodrigues. Matematica: volume tnico. Sdo Paulo: Moderna, 2005.

® RUBIO, Angel Panadés; FREITAS, Luciana Maris Tenuta de. Matemética e suas tecnologias.
Sao Paulo: Ibep, 2005.
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Em muitos desses livros que hoje estdo nas escolas encontramos indicacdes
a Geometria Fractal, que podem ser o ponto de partida para que o professor aborde
este tema em sala de aula.

O livro “Matematica Ensino Médio”, Smole e Diniz (2007), apresenta uma
secao denominada, “Para Saber Mais”, que segundo as autoras tem as funcgdes:
Destacar ideias ou propriedades que serdo usadas no desenvolvimento do tema em
estudos; mostrar outra abordagem do tema em estudo, por exemplo, a visédo pela
histéria da Matemaética; trazer um novo contetdo que permitira melhor compreenséao
do tema em estudo; apresentar curiosidade ou aplicacdo do que esta sendo
estudado e gerar pesquisas, em grupo, além das aulas com o intuito de conseguir
mais informagdes do que aquelas apresentadas pelo texto.

O livro do volume 1, Smole e Diniz (2007), indicado para a 12 série do
Ensino Médio, na pagina 169, apresenta um texto, com o titulo “Sequéncia na era do
computador”, neste texto destaca a sequéncia da constru¢cdo do Triangulo de
Sierpinsk apontando que o processo pode continuar indefinidamente com o auxilio
do computador, define Geometria Fractal e suas aplicacdes nas diferentes areas. O

Quadro 4 indica como as autoras apresentam a secédo na edicdo de 2010.



44

I A T T BV W FE G L s s 2 O T T R e
PARA SABER MAIS

Sequéncias na era do computador

62,
Fractal de Sierpinski

Fractal de
Von Koch

De sequéncias de imagens como estas, defini-
das por regras muito simples, quando desenhadas a
mdo conseguimos obter apenas meia dazia de ter-
mos, mesmo recorrendo aos melhores instrumentos
de desenho. Mas, com um computador, 0 processo
pode continuar indefinidamente, obtendo-se figuras
com pormenores invisiveis a olho nu. Ora, ai entra
em cena a enorme capacidade de ampliagdo dos mo-
dernos computadores, que torna possivel visualizar
o0s termos avangados dessas sucessdes, fornecendo
imagens incrivelmente belas.

O limite de uma sequéncia de figuras como as
anteriores é um fractal.

A Geometria fractal é um novo ramo da Matema-
tica, ou uma nova forma de encarar a Ciéncia, que esta permitindo explicar certos fendmenos de turbuléncia
para os quais a Geometria euclidiana e a Fisica de Newton se mostraram ineficazes.

Uma imagem obtida por técnicas fractais pode se
parecer com coisas estranhas = um virus ao micros- @
cbpio ou paisagens de outro planeta -, mas é sempre
estranhamente bela.

As aplicagdes da nogdo de fractal revelaram-se
vastissimas em Meteorologia, Hidraulica, Fisica, Geo-
logia, Geografia e até em Histéria, Economia e Lin-
quistica. Os linguistas, por exemplo, comecaram a
aplicar a teoria dos fractais no estudo da evolugdo
dos dialetos. J& na Medicina, foram reconhecidas ca-
racteristicas fractais em fendmenos cardiacos e pul-
monares.

Imagedroker/Amy/Other IMages

LN ot 4 <
Detalhe de um fractal de Mandelbrot.

Gregory Sams/SPL/LatinStock

Imagens fractais também tém sido usadas em fil-  gpearve esse outro fractal: veja como parece um cendrio
mes de ficgdo, como em O retorno de Jedi. de filme de ficg3o cientifica..

Quadro 4 - Secdo Para saber mais - sequéncias na era do computador
Fonte: Smole; Diniz (2010)

O volume 2 das mesmas autoras, indicado para a 22 série do Ensino Médio,
também na secao “Para saber mais” as autoras apresentam o texto, “A matematica
do delirio” no qual aborda a Geometria Fractal a partir de uma reportagem publicada
na revista Superinteressante. (OLIVEIRA, 1994). O texto aponta a Geometria
Fractal, fazendo uma comparacdo com a Geometria Euclidiana. Através de um
quadro comparativo, aponta as caracteristicas dos fractais explicando o que significa
a dimensao fracionaria, relata os trabalhos do artista grafico Greg Sams e do grupo
Fractarte, grupo este composto por trés pesquisadores da Universidade de Sé&o
Paulo, que divulgam trabalhos envolvendo a Geometria Fractal. Também nesta
secdo destaca as imagens dos fractais de Gaston e Mandelbrot, obtidos pela
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aplicacdo de férmulas matematicas. O Quadro 5, a seguir, traz a secédo do livro na
nova edicdo de 2010 (SMOLE; DINIZ, 2010, p. 248-249).

Essa nova area da Matematica vem tendo enorme aplicagao.

Para os bidlogos, ajuda a compreender o crescimento das plantas. Para os fisi-
cos, possibilita o estudo de superficies complexas. Na Medicina, da uma nova visao
da anatomia interna do corpo e, em artes graficas, quando os computadores sao

-
D“as manel I"aS alimentados com equagoes, eles criam magnificos desenhos:
de descrever o mundo

2

&

o

i I

A Geometria euclidiana... ...e a dos fractais ;
2

w

o

Um ponto tem dimenséo 0. Existem objetos que nao £
Ele nédo tem comprimento ou podem ser descritos por §
largura. E impossivel medi-lo. retas, como esta acima. H
¥

Entao, é como se fosse
retirado um pedaco da reta.

Uma reta — a distancia minima
entre dois pontos — tem uma
Unica dimens@o porque s6 E depois mais outros pedagos.
pode ser medida de uma

maneira: pelo seu comprimento.

A operagao de esburacar a reta

X :: —:: : seria repetida inimeras vezes...

da t4bi CIC R R R R Fractais obtidos pela aplicagdo das formulas matematicas de Gaston Julia
gm plano, cortn?no duaa sa g ...até se ter uma idéia do (acima) e Mandelbrot (abaixo).
dﬁ'r\seuri‘,&essi el que aconteceria se fosse v
rhid bt infinitas vezes.
multiplicagé@o de dois numeros: quchradmIIvonsS

: I ra. llIlltllll:lllIIilll!l
o do comprimento e o da largu Sobraria, entao, o que se

chama Poeira de Cantor,
idealizada pelo matematico
alem&o Georg Cantor.
Seria mais do que um unico
ponto (dimensao 0) e menos
do que uma reta (dimenséo 1):
uma dimensao 0,5, por
exemplo. Existem, ainda,

ALFRED PASIEKA/SCIENCE PHOTO LIBRARY

Ja um cubo seria 0 maximo, objetos entre a reta e o plano e
com suas trés dimensoes: objetos entre o plano e o
largura, comprimento e cubo. Basta imaginar essas
profundidade, que, multiplicados, figuras esburacadas, como a
resultam em seu volume. reta que virou poeira.

Adaptado de: Superinteressante, n° 10, out. 1994, p. 22 a 27.

Quadro 5 - Segéao “Para saber Mais” - Duas map_eiras de descrever o mundo e Matematica do
Fonte: Sm[(;(lat-lzl;”[())iniz (2010)

Ainda que de forma ilustrativa a abordagem do texto da Se¢ao “Para saber
Mais”, Smole e Diniz (2010) pode motivar os alunos a pesquisas sobre o tema, e
também o professor podera a partir do texto construir materiais para a abordagem
da Geometria Fractal em sala de aula.

O livro Matemética, Colecdo Um Novo Olhar (SOUZA, 2010) também traz
indicacdo para um trabalho em sala de aula envolvendo a Geometria Fractal. O livro
apresenta uma secado denominada “Explorando o Tema”, com textos extraidos de
livros, revistas e internet, estes textos, segundo o autor, abordam temas ligados a
histéria da Matematica, assuntos que relacionam a Matematica a outras areas do

conhecimento e curiosidades acerca do conteudo do capitulo.
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O volume 1 do livro de Matematica (SOUZA, 2010) indicado para a 12 série
do Ensino Meédio, no capitulo referente ao conteddo Conjuntos, na segao
“Explorando o Tema” apresenta o texto “O homem que colocou o infinito no bolso” o
qual relata sobre as descobertas de Georg Cantor e o conceito de infinito e como
estas descobertas serviram de base para a teoria dos fractais. Neste volume
também é abordado situagdes problemas envolvendo a Geometria Fractal nos
calculos de somas de termos de sequéncias infinitas.

O volume 3 do livro do mesmo autor (SOUZA, 2010) indicado para a 32 série
do Ensino Médio, apresenta como introducdo ao capitulo referente aos contetudos
“Polinébmios e Equacgdes Algébricas” um texto ilustrado envolvendo a Geometria
Fractal, o texto apresenta a definicdo de fractais suas caracteristicas e aplicagdes.
As belas figuras de fractais apresentadas indicam como construir um fractal e
destacam as caracteristicas principais dos fractais. A seguir os fractais encontrados
no referido livro. (SOUZA, 2010) (Figuras 9 e 10). Destaque também uma situagéo

problema envolvendo Geometria Fractal, apresentada no Quadro 6.

1 A Geometria Fractal permite descrever aproxima:
¢bes para que tipo de formas? Cite alguns exem:
plos.

2 Cite caracteristicas dos fractais.

3 De que modo determinados softwares podem ser
utilizados para a construgéo de fractais a partir
de elementos matematicos?

Figura 9 - Fractal produzido por computador
Fonte: Souza (2010)



Exemplo de construgido de um fractal.

Desenha-se um tridngulo equilatero ¢
divide-se cada um de seus lados en
trés segmentos de mesma medida
Em sequida, partindo-se dos
segmentos do meio em cada lado dc
tridngulo, desenham-se novos
tridngulos equiliteros. Repete-se o
processo sucessivamente

Figura 10 - Construc¢éo do Fractal Floco de Neve
Fonte: Souza (2010)

58. Fractal (do latim fractus, fragiio, quebrado) — objeto
que pode ser dividido em partes que possuem seme-
lhanga com o objeto inicial, A geometria fractal, criada
no século XX, estuda as propriedades ¢ o comporta-
mento dos fractais — objetos geométricos formados
por repeticdes de padroes similares.

O triangulo de Sterpinskl, uma das formas elementa-
res da geometria fractal, pode ser obtido por melfo dos
seguintes passos:

1. comece com um tridngulo equilatero (figura 1):

2. construa um tridngulo em que cada lado tenha a
metade do tamanho do lado do triangulo anterior
e faga trés copias:

. posicione essas coplas de maneira que cada
triangulo tenha um vértice comum com um dos
vértices de cada um dos outros dols tridngulos,
conforme flustra a figura 2;

. repita sucessivamente os passos 2 ¢ 3 pard
cada copia dos triangulos obtidos no passo 3

(figura 3).
A
hA

A A A
A AAAA

Figura 1 Figura 2 Figura 3

De acordo com o procedimento descrito, a figura 4 da
sequéncia apresentada acima é: alemativa ¢

Quadro 6 - Problema envolvendo Fractais
Fonte: Souza (2010)
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A atividade figura 10 (SOUZA, 2010), indica as etapas de construcao do Floco
de Neve, em figuras, facilitando a compreensao dos alunos. Em relacdo a questéo,
Quadro 6, o destaque é o texto apresentar a definicdo de Fractal, bem como a
origem da Geometria Fractal, traz também as etapas de sua construcdo, uma
guestao semelhante foi apresentada no ENEM de 2008.

Estas referéncias a Geometria Fractal que comecam a aparecer nos livros
didaticos, podem indicar tanto ao professor como aos alunos o ponto de partida para

uma discussdo em sala de aula deste tema.
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3 METODOLOGIA

Um dos fatores que motivou esta pesquisa foi a implementacao, nas escolas
estaduais do Parana, das Diretrizes Curriculares Estaduais de Matematica que
“assume a Educacéo Matematica como campo de estudo”. (PARANA, 2008). Tendo
em vista que, pela Educacdo Matematica, almeja-se um ensino em que 0s alunos
tenham uma participacdo ativa no processo ensino aprendizagem. A inclusdo da
Geometria Fractal como conteudo da educacdo Basica, representa um avanco na
Educacdo Matemética do Parana.

Nesse sentido, € necessario que o professor reveja e modifique sua prética
pedagogica, assumindo o papel de mediador do processo ensino aprendizagem,
visando possibilitar que o aluno saia de uma atitude passiva, no qual ele é apenas

receptor do contelido e passe a interagir com o conhecimento.

3.1 CLASSIFICACAO DA PESQUISA

Segundo Bicudo (1993, p.18-19 apud FIORENTINI; LORENZATO, 2009, p.
59), pesquisar significa “perseguir uma interrogacédo (problema ou pergunta) de
modo rigoroso, sistematico, sempre, sempre andando em torno dela, buscar todas
as dimensdes, qualquer que seja a concepcdo de pesquisa assumida pelo
pesquisador”.

Ao fazer uma pesquisa, buscam-se respostas para um problema, todos os
momentos durante a pesquisa, tém por objetivos resolver este problema. Neste
trabalho, busca-se responder a questdo: “Como introduzir os conceitos basicos de
Geometria Fractal no Ensino Médio, por meio de diferentes atividades?”

Quanto a abordagem do problema, essa pesquisa € classificada como
gualitativa, visto que, “o qualitativo engloba a ideia do subjetivo, passivel de expor
sensacfes e opinibes. O significado atribuido a essa concepcdo de pesquisa
também engloba nocdes de respeito, de percep¢des de diferencas e semelhancas
de aspectos comparaveis de experiéncias” (BICUDO, 2006, p.106). E ainda, Silva e

Menezes (2001) corroboram essa ideia.
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Considera que ha uma relagdo dinamica entre o mundo real e o sujeito, isto
€, um vinculo indissociavel entre o0 mundo objetivo e a subjetividade do
sujeito que ndo pode ser traduzido em nUmeros. A interpretacdo dos
fenbmenos e a atribuicdo de significados sdo basicas no processo de
pesquisa qualitativa. Nao requer o uso de métodos e técnicas estatisticas. O
ambiente natural é a fonte direta para coleta de dados e o pesquisador é o
instrumento- chave. Os pesquisadores tendem a analisar seus dados
indutivamente. O processo e seu significado sdo os focos principais de
abordagem (SILVA; MENEZES, 2001, p. 20).

Esta pesquisa se enquadra nesta definicdo, sendo o ambiente natural e
fonte direta para a coleta de dados a sala de aula. Visa analisar o comportamento e
aprendizagem dos alunos mediante a aplicacdo de atividades, na abordagem dos
conceitos de Geometria Fractal.

Uma pesquisa qualitativa, segundo Moreira e Caleffe (2008) explora as
caracteristicas dos individuos e cenarios que ndao podem ser facilmente descritos
numericamente. O dado é verbal coletado pela observacao, descricdo e gravacao.
Neste tipo de pesquisa, 0 pesquisador tem um papel fundamental, pois ele € o
principal instrumento de coleta de dados, porque, “como pesquisador interpretativo
lidando com multiplas realidades, o “instrumento” tem de ser capaz de reconhecer,
classificar e distinguir as sutilezas do significado que emerge” (MOREIRA;
CALEFFE, 2008, p. 63). Em uma pesquisa qualitativa € o pesquisador que analisa
subjetivamente os dados coletados.

Segundo Silva e Meneses (2001), do ponto de vista da sua natureza, este
trabalho € classificado como uma pesquisa aplicada, pois objetiva gerar
conhecimentos para aplicacdo pratica dirigida a solucdo de problemas especificos.
Envolve verdades e interesses locais. Como afirma Moreira e Caleffe (2008)
“Pesquisa aplicada é a realizada com propdsito de resolver um problema”.

A abordagem do conteudo foi desenvolvida a partir da aplicacdo de
atividades diversificadas envolvendo o0s conceitos de Geometria Fractal
possibilitando ao aluno fazer descobertas, construir ideias, levando a aprendizagem.

Foram analisados os dados referentes a aprendizagem dos alunos, de uma
Gnica turma de um colégio da cidade de Ponta Grossa, que possui um total de dois
mil alunos matriculados no Ensino Médio regular e Educacdo Profissional. O
processo de desenvolvimento da atividade em sala de aula e seu significado, a
aprendizagem dos alunos, foram os principais fatores da abordagem.
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3.2 AAMOSTRA ENVOLVIDA

Tendo como ambiente de acdo e reflexdo a escola, este trabalho foi
desenvolvido em um colégio publico da rede estadual de ensino da cidade de Ponta
Grossa. A escolha do colégio se justifica pelo fato de ser o colégio de atuacéo do
professor- pesquisador.

O referido colégio situa-se na regido central da cidade e atende
aproximadamente dois mil alunos no ensino médio nos periodos matutino,
vespertino e noturno. Considerado um colégio de referéncia no ensino, atende
alunos de diversas regides da cidade.

Nesse sentido, existe uma grande heterogeneidade, em relacdo aos
conteddos basicos de matemética, tendo em vista as diferentes realidades dos
alunos.

Esta pesquisa foi aplicada na disciplina de Matematica em uma turma de
quarenta alunos da 12 série do Ensino Médio, periodo noturno, em consonancia com
as DCE, que orienta para que os conteudos de Geometria sejam abordados em
todas as séries, integrados aos demais conteudos.

O critério para a escolha da referida turma foi a liberagdo da direcdo do
colégio para assumir a turma, tendo em vista que no momento da realizagdo da
pesquisa, 0 professor-pesquisador atuava na coordenacdo pedagogica junto ao

Nucleo Regional de Educacao, estando afastada de sala de aula.

3.3 COLETA DE DADOS

No desenvolvimento das atividades com os alunos, os registros das
discussbes de cada atividade foram realizados em fichas para posterior analise dos
avancgos alcancados pelos mesmos. Também para coleta de dados, foram utilizados
0s instrumentos: observacao, anotagdes, registros fotogréficos, gravacées em audio
dos relatos orais e discussdes em sala de aula.

No processo de ensino e aprendizagem € necessario que a exploracdo dos
conceitos se realize a partir do conhecimento trazido pelos alunos. Sendo assim,

elaboramos uma atividade diagnostica inicial com o objetivo de verificar os
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conhecimentos prévios dos alunos referentes aos conceitos de Geometria

Euclidiana.

3.3.1 Plano de Trabalho

Inicialmente foi elaborada uma avaliacdo diagnostica envolvendo questdes
de geometria euclidiana, para perceber os conhecimentos prévios dos alunos.

Na sequéncia foi planejada a oficina envolvendo a abordagem dos conceitos
de geometria fractal para o desenvolvimento em sala de aula, que formaram o corpo
das atividades aplicadas aos alunos, sujeitos da pesquisa.

Para a aplicacdo das atividades e posterior andlise, optou-se por abordar o
trabalho em dois momentos: Geometria Fractal — constru¢cdes em sala de aula e
Geometria Fractal — exploracéo e observacdo em Laboratério de Informéatica.

As atividades foram desenvolvidas em, cinco encontros, sendo o tempo de
cada encontro 2 horas/aula, caracterizando um total de aproximadamente 10 horas
de atividades. No primeiro encontro foi realizada a aplicacdo do pré-teste, na
sequéncia foram trés encontros para as atividades com a geometria fractal, e no
quinto encontro como avaliacdo foi realizada uma apresentacédo dos trabalhos.

Todos os momentos que compdem o desenvolvimento da pesquisa envolveram:

1. Solicitacdo do desenvolvimento da pesquisa a direcédo do colégio;

2. Discussao e leitura do projeto com a Equipe Pedagogica, para a tomada
de ciéncia do desenvolvimento do projeto durante as aulas de
matematica;

3. Discussao e orientacdo do desenvolvimento do projeto com os alunos,
bem como a permissao para eventuais publicacdes;

4. Inicio do desenvolvimento do projeto com a aplicacdo do pré-teste;

5. Desenvolvimento do primeiro momento com as atividades de construcdes
dos fractais em sala de aula;

6. Desenvolvimento do segundo momento com as atividades no laboratorio
de informatica do colégio;

7. Atividade de avaliacdo: apresentacdo para o0s alunos e Equipe

Pedagodgica dos trabalhos realizados.
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4 APRESENTACAO DAS ATIVIDADES E DISCUSSAO DOS DADOS

Neste capitulo, descrevemos as atividades aplicadas aos alunos durante o
desenvolvimento da pesquisa e a analise das observacdes registradas. Por
guestbes éticas atentou-se para o cuidado com a preservacao da identidade dos
alunos, sujeitos da pesquisa, identificando os alunos com Al, A2, A3, e assim

sucessivamente.

Primeiro Encontro — O Pré-Teste

Na construcdo de fractais geométricos, sdo necessarios conhecimentos
como: poligonos regulares, ponto médio de um segmento, retas paralelas e
perpendiculares entre outros. A verificacdo dos conceitos prévios, segundo as
Diretrizes Curriculares de Matematica (2008, p. 29) “devem ser reestruturadas e
sistematizadas a partir de ideias ou conceitos que estruturam as disciplinas de
referéncia”.

Assim, no primeiro momento da pesquisa, foi aplicado um questionario
denominado pré-teste com o objetivo de verificar os conhecimentos basicos dos
alunos sobre Geometria Euclidiana, tendo em vista que este contetdo € abordado
ao longo de todas as séries do Ensino Fundamental. Conforme apresentado
anteriormente, a Geometria Fractal tem como base os conceitos da Geometria
Euclidiana.

Neste sentido o questionério foi dividido em trés partes: uma parte
especificamente teorica para verificar a abstracdo dos conceitos basicos de
Geometria, a segunda através da interpretacdo de problemas por meio da
visualizacéo de figuras e a terceira parte envolvendo questdes de raciocinio logico.

As questbes elaboradas na introdugcdo do questionario foram aplicadas no
inicio do periodo letivo, visando construir um perfil da turma e também investigar
sobre a vida escolar dos alunos e sua relagdo com a Matematica. “Conhecer o
aluno, saber suas aspiracdes, seus anseios e medos, ajudam o professor a
compreender as suas dificuldades durante o processo de ensino e aprendizagem”
(RIBAS, 2001). Nesse sentido, as questdes propostas relacionadas a questdes
pessoais e relacionadas a disciplina de Matematica foram:

1. Qual a sua idade?



54

2. Vocé se considera um bom aluno em Matemética?

3. Vocé ja reprovou alguma série em Matematica?

4. Vocé acha importante saber Matematica? Justifique sua resposta.
5. Vocé trabalha durante o dia?

Responderam esse questionario inicial 36 dos 40 alunos matriculados na
primeira série H, periodo noturno de um colégio publico da rede Estadual de Ensino
da cidade de Ponta Grossa, Parana, como fora referido anteriormente.

A idade dos alunos variava entre 16 a 18 anos, o que os coloca fora do
padrdo idade/série, alunos que iniciam a vida escolar aos sete anos, cursam a
primeira série do ensino médio entre 14 e 15 anos, comprovado na terceira
pergunta, pois, para a maioria deles, exceto quatro, a Matematica ja significou um
fracasso, com reprovacdo. Em relacdo a gostar de Matematica, os alunos afirmam
acham dificil, mas gostam. Dos alunos que responderam o questionario apenas
cinco nao trabalham, sendo que os demais por desenvolverem suas atividades no
comércio, em lojas e supermercados conseguem perceber a Mateméatica como
importante para resolver problemas do dia a dia, como se pode verificar através das

respostas apresentadas por alguns alunos:

‘A matematica é importante porque em muitos problemas que enfrentamos
necessitamos de matematica para resolvé-los” (Aluno A1). “Sim ela é muito
importante porque me ajuda a entender e compreender o mundo” (Aluno A2). “Sim,

porque tudo em nossa vida envolve a matematica” (Aluno A3).

Verificou-se que o perfil dos alunos do ensino noturno difere dos alunos do
ensino diurno, principalmente no que se refere a idade e que a maioria vem para o
colégio apds um dia de trabalho. Nesse sentido, “é necessario que o professor seja
um mediador do conhecimento, que atenda a diversidade dos alunos, que busque
novas metodologias e estratégias de ensino, visando integrar o aluno” (RIBAS,
2001).

Dando continuidade a pesquisa com objetivos de verificar, a partir de
questbes especificamente tedricas, se 0s alunos reconheciam, diferenciavam e
caracterizavam conceitos basicos de geometria, foram propostas as seguintes

guestdes:
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5. O que estuda a Geometria?

6. Escreva situagdes do dia — a — dia em que vocé observa a geometria.

7. Qual a diferenga entre um quadrado e um retangulo?

8. Desenhe um tringulo retéangulo.

9. Desenhe um hexagono e um hexaedro e aponte sua principal caracteristica.
10. Desenhe um poligono de cinco lados e trace suas diagonais.

11. O que é um fractal.

Quadro 7 - Questdes do pré-teste tedrico
Fonte: Autoria propria

Considerando que para a resolucdo desta parte do pré-teste ndo houve a
mediacdo do professor, a andlise foi realizada a partir das respostas escritas dos
alunos.

Ao analisar as respostas, notou-se a dificuldade dos alunos nesta parte do
qguestionario, em reconhecer as caracteristicas das figuras geométricas quando
apresentadas de forma tedrica. Os alunos entendem geometria, apenas como parte
da matematica que estudada “triangulos e quadrados”, reconhecem situagbes do
cotidiano que envolve geometria, mas ndo sabem conceitua-las. Apenas uma aluna
ja tinha ouvido falar de fractal, pois relatou que havia participado de uma oficina
apresentada em sua escola, quando estava na 82 série, ndo sabia a definicdo, mas
lembrava do exemplo da couve-flor, que tem a forma de um fractal. Assim, neste
momento do pré-teste ndo foram abordadas questbes referentes a outras
geometrias, apenas se 0s alunos conheciam fractais.

As respostas referentes as questdes teoricas contidas na introdugcdo do
qguestionario deixaram evidente que o professor precisa no ensino de geometria,
além de trabalhar regras, postulados e teoremas, também se utilizar de
representagcfes concretas em suas praticas. Nesse sentido, Neves (2008, p. 61)

afirma;
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Para a apropriacdo efetiva dos conceitos geométricos, a estrutura do
trabalho pedagdgico deve ser reconstruida. Trata-se de fornecer aos alunos
um conjunto de situacdes didaticas variadas em que ele terd a oportunidade
de “dialogar” com o saber geométrico em diferentes representacoes e, a
partir dai, com o auxilio da visualizacdo, elaborar diferentes representacées
mentais.

A segunda parte do pré-teste, referente ao conteido de Matemética, foi
elaborada, com questdes visando verificar o papel da visualizagdo como instrumento
de aprendizagem, pois segundo Fainguelernt (1999) o ensino de Geometria deve
partir da exploracdo, do reconhecimento e da descricdo do espaco, que sé&o
realizados intuitivamente através da representacédo visual, possibilitando aos alunos
a construcdo de um caminho que o ajudara a fazer a passagem do estagio do
concreto para o abstrato. Nesse sentido, estas questbes apresentavam 0S mesmos
objetivos das realizadas na primeira parte do pré-teste, porém a representacdo das
figuras através do visual auxiliava a compreensédo dos alunos.

Nas questdes, 12, 13, 14, 15 e 16 relacionadas ao pré-teste, foram
apresentadas de forma impressa para que 0s alunos respondessem por escrito.

Nestas questdes o objetivo além de verificar o conhecimento geométrico dos
alunos, também visava analisar se a representacdo em forma de desenho auxiliava
na interpretacdo. Os alunos precisavam a partir da representacdo das figuras
geomeétricas: identificd-las como figuras planas ou ndo planas; identificar poligonos
como retangulos, quadrados; diferenciar tipos de triangulos; reconhecer figuras em
diferentes posi¢cdes no plano; tracar diagonais e nomear os elementos dos poliedros.

Na sequéncia as questdes apresentadas no pré-teste:
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12. Nas figuras abaixo quais representam figuras planas?

N
N

N~

13. Nas figuras abaixo, identifique quais sao triangulos retangulos?

14. Identifique as figuras pela sua nomenclatura, escrevendo abaixo.

15. Nos poligonos abaixo trace suas diagonais.
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16. Nos poliedros identifique os elementos: vértice, aresta e face e conte quantos
sdo em cada figura.

Foi possivel perceber na segunda parte do pré-teste, que as questdes foram
respondidas pelos alunos sem dificuldades, com identificacdo de conceitos
geométricos, demonstrando assim, a importancia da representacdo visual no
processo de ensino aprendizagem de geometria.

Durante a resolucdo desta parte do pré-teste, alguns alunos pontuavam
guestdes, como por exemplo, “A diagonal une dois cantos da figura” (Aluno A4),
pode-se observar no relato oral o aluno ndo percebeu que a definicdo também
poderia ser o lado do poligono, no entanto, quando verificado 0 seu registro escrito,
a questdo estava correta. Outro aluno comentou: “Agora eu sei a diferenca entre
guadrado e retangulo, o quadrado todos os lados sao iguais e o retangulo tem dois
lados diferentes” (Aluno A5). Percebe-se nesta fala que a representacédo, através do
desenho, auxilia o aluno na compreensdo das caracteristicas das figuras
geomeétricas.

As Unicas dificuldades apresentadas pelos alunos nesta parte do pré-teste
foram nas questdes 13 e 16. Na questdo 13, foi solicitado que o aluno através do
desenho identificasse os triangulos retangulos sendo apresentado em diferentes
posicdes, (sem a identificacdo do angulo reto). Observou-se que neste momento
nenhum dos alunos presente identificou como triangulo retangulo a primeira figura.
Outra dificuldade observada, referente a questao 16, foi que os alunos, também nao
sabiam identificar os elementos de um poliedro.

A patrtir desta parte do pré-teste, também foi possivel verificar, gue mesmo
os alunos tendo passado por oito ou hove anos de escolaridade em que o ensino de
geometria esta presente ou deveria estar, apresentaram dificuldades nos conceitos
geométricos basicos, a partir das respostas no pré-teste constatou-se que eles
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apenas, ‘reconhecem ou reproduzem figuras através das formas e nao pelas
propriedades”. (LORENZATO, 1995).

A ultima parte do pré-teste teve como objetivos verificar 0 comportamento e
a aprendizagem dos alunos diante de situagcOes problemas envolvendo geometria,
as quais para resolvé-las eram necessarias com requisitos a observacdo e a
visualizagcdo, nas questdes apresentadas, segundo Lorenzato (1995), é preciso ter
“‘percepcdo geomeétrica”. As questbes 17 e 18 do pré-teste foram adaptadas das
apresentadas no texto, “Porque n&o ensinar Geometria” de Sergio Lorenzato, (A
Educacdo Matematica em Revista, 1995).

Nesta parte do pré-teste, foram apresentadas trés questdes, 17, 18 e 19. As
quais abordam conceitos como: Diagonais de um poligono, retas paralelas e
perpendiculares, raios de circunferéncia e sua caracteristica, areas de figuras plana

e 0 conceito de parte-todo. A seguir as questdes 17 e 18

17. A figura a seguir é um retangulo e E € um ponto qualquer na diagonal por onde
passam uma paralela e uma perpendicular a base. Compare as areas dos dois

retangulos escurecidos.

18. Dado um circulo de centro A e raio 5 cm, quanto mede a diagonal do retangulo
ABCD?
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19. Nas figuras abaixo, quais tém a mesma parte (area) colorida em relacéo a Figura
1. (atividade retirada de “Que geometria pode ser significativa para a vida?”, de
Regina M. Pavanello). (PAVENELLO, 1993).

Figural
Figura a Figura b Figurac
Figurad Figurae Figuraf

O resultado desta parte do pré-teste revelou que os alunos, conseguem
resolver os problemas envolvendo raciocinio légico quando auxiliados pela
visualizagao, tiveram dificuldade apenas em identificar a Figura c da questédo 19, as
demais todos acertaram, evidenciando a presenca da “percepgdo geométrica”.
Nesse sentido, o professor no ensino aprendizagem de geometria, precisa buscar
metodologias que integrem as diferentes representacdes do conceito trabalhado,
aliando a teoria a pratica.

A analise dos erros e acertos dos alunos, ao responderem o pré-teste, ver
quadro 8, confirma a importancia da visualizagdo para a aprendizagem em
geometria e que as atividades precisam estar voltadas para as diferentes
representacbes do mesmo conteddo, a linguagem, a representacdo através de
imagem e a algébrica.

Os questionamentos e o percentual correspondente ao niumero de acertos

dados pelos alunos podem ser observados no Quadro 8 a seguir:
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ACERTOS % ACERTOS%

QUESTIONAMENTO .
TEORICA VISUAL
1) Diferencia figuras planas de nao-planas 40% 90%
2) Reconhece os elementos de um poligono ou poliedro 10% 10%
3) Reconhece diagonais de um poligono 10% 80%
4) Identifica poligonos pelo nimero de lados 10% 60%
5) Identifica Fractais 00% 50%
6) Identifica eixo de simetria 20% 90%
7) Tem nocdo de Geometria ndo-euclidiana 00% 00%
8) Realiza calculos de area e perimetro 00% 50%
9) Relaciona partes iguais de um poligono 50%
10) Identifica poliedros 10% 60%

Quadro 8 - Porcentagem de acertos no Pré-teste
Fonte: Autoria propria

Este quadro com o percentual de acertos dos alunos, comparando o0s
acertos das questbes que apresentavam a representacdo geométrica e as que nao
apresentaram, deixa evidente a importancia do trabalho com o contetdo de
Geometria ao longo do Ensino Fundamental, precisa ser baseado na representacao,
na utilizacdo de material concreto, na visualizagcéo integrado a parte teorica.

Em relatos orais, gravados durante a realizacdo do questionario, foi possivel
verificar os erros conceituais geométricos dos alunos, como é relatado pelo aluno A6
e aluno A7.

“Pirdmide € um tridangulo”, (Aluno A6); “quadrangular € um triangulo de
quatro lados” (Aluno A7).

Um aspecto positivo verificado nas respostas dos alunos foi a tentativa de
buscar explicagdo para os conceitos, utilizando fatos do cotidiano, mostrando a
importéancia de que o professor deve na rotina da sala de aula, considerar o
cotidiano do aluno, promovendo a interagdo do processo de ensino com os fatos da
vida, contextualizando o ensino, o que os leva os alunos a dominarem 0s conceitos,
compreendendo-os como conhecimentos utilizados no dia a dia.

A partir das respostas dos alunos ao pré-teste, foi possivel verificar o que ja
sabiam, isto &, conhecimento prévio, sobre geometria e em quais pontos havia

necessidade de aprofundamento.
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O interesse do professor por aquilo que os alunos ja conhecem é uma
ocupacdo prévia sobre o tema que sera desenvolvido. E um cuidado
preliminar... Essa tomada de consciéncia da realidade e dos interesses dos
alunos evita o distanciamento entre suas preocupacfes e o0s conteludos
escolares. (GASPARIM, 2007, p.16-17).

Nesse sentido, fica evidente a importancia do professor conhecer a realidade
do grupo que esta trabalhando, buscar construir sua pratica pedagogica a partir do

conhecimento que os alunos ja trazem.

Segundo Encontro - Geometria dos Fractais

Para o desenvolvimento desta atividade, optamos por trabalhar em forma de
oficina, dividindo a abordagem em duas etapas: a primeira, em sala de aula, a partir
da elaboracao de desenhos, dobraduras e recortes e a segunda, no laboratério de
informética, com a manipulagdo de fractais utilizando um software gratuito. A
avaliacdo foi realizada através de uma exposicdo e apresentacdo dos trabalhos
realizados.

As atividades foram apresentadas no multimidia, e os alunos mesmo
estando em grupo realizavam as atividades de forma individual. Na primeira etapa
do trabalho, além dos objetivos de reconhecer os fractais e discutir suas
propriedades, buscou-se aliar as construgcbes geométricas, utilizando como
materiais: folhas de papel A4, compasso, conjunto de lapis de cor, papel cartéo,

tesoura, régua, jogos de esquadros.

Atividade 1 - Introduzindo geometria fractal

Construcdo de um guebra cabeca de uma figura fractal

Para cada equipe foi distribuido um envelope contendo um quebra cabeca
com uma figura de um fractal, o objetivo desta atividade foi despertar o interesse
motivando o aluno para o assunto. Os alunos montaram o quebra cabeca sem
dificuldade. E uma atividade comum para os alunos, durante a construgdo, uma
equipe desafiava a outra para ver quem conseguiria construir antes. Apés a
construcdo, oralmente os alunos responderam duas questdes; - Quem conhece

essas figuras? - Qual a relacdo destas figuras com a matematica?
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Os alunos acharam as figuras muito bonitas, comentando que pareciam
obras de arte. A primeira pergunta apenas a aluna que relatou que ja havia
participado de uma oficina sobre fractais no ano anterior conhecia e sabia 0 nome,
mas a relacdo dessas figuras com a matematica, nenhum dos alunos tinha

conhecimento.

Atividade 2 - Introduzindo a geometria fractal
Utilizando o projetor multimidia apresentar figuras do nosso cotidiano e solicitar aos

alunos que utilizem formas geométricas para representa-las.

O objetivo desta atividade foi fazer com que o aluno percebesse diversas
formas geométricas existentes nos objetos do nosso dia a dia. As figuras
apresentadas foram: Tronco de uma arvore, o sol, uma casa, montanhas, nuvens,
raios, couve flor, e uma concha de molusco (nautilus). Em cada figura apresentada,
os alunos relatavam oralmente, qual figura geométrica poderia ser utilizada para
representa-la. Nas trés primeiras figuras apresentadas, os alunos responderam sem
dificuldades, no entanto, nas demais houve uma discusséo, pois alguns diziam que
uma montanha poderia ser uma piramide, outros um cone, a couve flor poderia ser
uma esfera. Assim, neste momento foi introduzido o conceito de fractal, colocando
gue essa geometria surgiu da dificuldade que os matematicos tinham, desde a

antiguidade, de representar alguns objetos irregulares da natureza.

Atividade 3 — Conhecendo a geometria fractal
Utilizando o projetor multimidia apresentar diferentes tipos de fractais: fractais

geomeétricos, da natureza e aleatorios, destacando suas principais caracteristicas.

Com o objetivo de, a partir da apresentacdo de alguns fractais, discutir e
entender a historia de sua origem, e suas principais caracteristicas, elaborou-se uma
apresentacdo em Power Point, na qual se destacou: a historia da origem dos
fractais; a biografia de Benoit Mandelbrot; as principais caracteristicas da Geometria
Fractal.
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Atividade 4 — Conhecendo a geometria fractal

Construcéo da Curva de Koch. (adaptada de Barbosa, 2005)

Etapas da construcéao:

1°. Em uma folha de papel, desenhe um segmento de reta AB, 27 cm;

2°. Divida o segmento AB em trés partes iguais, de mesma medida;

3°. Construa um triangulo equilatero, utilizando a parte central como base e em
seguida, apague a base;

4°, Nos quatros segmentos obtidos, realizar o mesmo procedimento dos itens 2 e 3,
sucessivamente, (iterac&o).

Questdes para discussoes: Relate por escrito suas observacoes.

- Por que a Curva de Koch é considerada um fractal;

- Considere o segmento inicial como Nivel zero, e a cada iteracdo realizada, um
nivel seguinte, qual o comprimento da curva no 3° nivel? Construa uma tabela,
identificando o nivel e o respectivo comprimento.

- O que acontece em cada nivel com o comprimento da curva?

Para a realizacdo desta atividade, as etapas para construcdo do fractal
Curva de Koch, foram apresentadas no multimidia. Nesta construcdo, observou-se
que os alunos tiveram dificuldades apenas na construc¢ao do triangulo equilatero.

Neste sentido, & medida que as duvidas surgiam, oralmente eram discutidas
no grande grupo, “o professor intervindo como mediador no processo ensino e
aprendizagem”, tendo em vista que ao trabalhar a Geometria Fractal o objetivo
também é rever 0s conceitos de geometria plana.

Na analise dos registros escritos, das questbes para discussdes, apos a
realizacdo da atividade 4, percebeu-se que os alunos, entenderam as caracteristicas
basicas dos fractais, sendo que a maioria relatou que a Curva de Koch € um fractal,
pois repete sucessivamente a operacao de dividir em trés partes iguais e construir
um triangulo equilatero na parte central, como relata a aluna: “fazemos sempre a
mesma coisa, dividimos em trés e construimos um tridngulo no centro” (Aluno A9).

No entanto, as duas questdes seguintes, encontrar a medida do
comprimento da Curva de Kock nos diferentes niveis e observar a regularidade
nesse comprimento, foi necesséaria a intervencdo do professor na construgdo da

tabela, e mesmo com a tabela construida, os alunos apenas conseguiram completa-
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la fazendo contagem no fractal construido. Para a generalizacdo dos dados
solicitados na tabela, foi necessério o professor intervir, auxiliando na observacao da
regularidade.

Assim oralmente, professor/aluno a tabela foi construida, chegando a
generalizacdo, algebrizacdo. A seguir a tabela 1 construida, no momento da sua
elaboracdo foi possivel retomar com os alunos contelddos como: operacoes,

nameros e algebra.

Tabela 1 — Explorando numericamente o Fractal Curva de Koch

Nivel lejggtr;deidtgsde Meggéa;ndeifsda Comprimento total
0 1=4° 27 27
1 4=4" 9=27/3 36=4. 27/3
2 16=47 3=27/3? 48=16.27/3°
3 64=4° 1=27/3° 64=64.27/3°
N 4" 27/3" 4", 27/3"

Fonte: Autoria propria

Atividade 5 - Conhecendo a geometria fractal

Construcéo do Floco de neve de Koch (Adaptado de Barbosa, 2005)

Etapas da construcao:

12, Construir um triangulo equilatero de 9 cm de lado.

22, Em cada lado do tridngulo, realizar a mesma operacdo da construgdo da curva
de Koch.

32. Realizar essa operacao sucessivamente.

Questdes para discussdes: relate por escrito suas observacoes.

- Neste fractal, qual operacao que consideramos a iteracao?

- O que significa auto-similaridade?

Com esta atividade foi encerrada a aula do dia, (2 horas/aulas). Percebe-se
que a utilizacdo de uma atividade diferenciada motiva e incentiva a participagao dos
alunos, levando-os a aprendizagem, constatado nos relatos orais dos alunos ao final
da aula: “nossa ja terminou a nossa aula” (Aluno A10), “aula assim nem percebemos

o tempo passar” (Aluno All). “Prof? eu gostei muito desses fractais” (Aluno A12).
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Terceiro Encontro — Geometria dos Fractais

Tendo em vista que as atividades foram desenvolvidas no horario normal
das aulas de matemadtica, iniciamos este encontro, com uma retomada da atividade
do encontro anterior a construcdo do Floco de Neve de Koch, pois no referido
encontro ndo houve tempo para as discussfes. Assim, foram postadas no multimidia
questdes com o0 objetivo de retomar o conteido e também verificar se os alunos
haviam assimilado as principais caracteristicas dos fractais. As questdes
apresentadas foram: - O que séo fractais? Quais as suas principais caracteristicas?
O que é auto-similaridade?

As respostas foram dadas oralmente pelos alunos, e a andlise realizada a
partir da gravacéo realizada pelo professor.

Ao questionar os alunos sobre o que sao fractais e quais as sua

caracteristicas, obtiveram-se diferentes respostas relacionadas a seguir:

- “Fractais sdo figuras geométricas infinitas” (Aluno, Al).
- “Fractais séo figuras que se repetem indefinidamente” (Aluno, A5).

- “Fractais s&o figuras que o pedago se parece com o inteiro” (Aluno, A4).

A caracteristica dos fractais é que cada pedaco € igual ao inteiro. (Aluno,
A2).

Nota-se nas falas dos alunos, o conceito ainda no senso comum, sendo
construido, apesar do professor-pesquisador, na aula anterior ter apresentado a
definicho e até construido alguns fractais, o conceito ainda ndo havia sido
formalizado pelo aluno. “O conceito é construido nas diversas situagdes de
aprendizagem mediadas pelos instrumentos, através da manipulagcdo do objeto
geomeétrico nas suas diferentes representacdes”. (NEVES, 2008).

Nesse sentido, as proximas atividades visam reforcar a definicdo de fractais

e compreensao das suas principais caracteristicas.
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Atividade 6 — Conhecendo a geometria fractal

Construcéo do Triangulo de Sierpinski (Adaptado de Barbosa, 2005)

Etapas da construcéao:

12, Construir um tridangulo equilatero de 24 cm de lado;

22, Encontrar o ponto médio de cada lado do triangulo, unir os pontos médios,
formando quatro triangulos equilateros;

32. Repetir essa operacao sucessivamente, nos triangulos encontrados, exceto no
triangulo central. (no Fractal € eliminado)

43, Colorir os triangulos centrais que nao foram divididos, utilizando apenas uma
cor.

Questdes para discussao: Relate por escrito:

- Quantos triangulos existem em cada nivel? Utilize a notacdo de poténcia para

representar esta quantidade. (lembre-se que o triangulo central € eliminado).

- Qual a relacéo entre a quantidade de triangulos de cada nivel?

Apés a construcdo do Fractal Tridngulo de Sierpinski, para que os alunos
relatassem por escrito, as questdes solicitadas foi apresentada a tabela 2 ,e também
o fractal Triangulo de Sierpinski nos diferentes niveis, facilitando o entendimento.

A Figura 11 destaca os quatros niveis iniciais da construcdo do Fractal

Triangulo de Sierpinski.

Nivel O nivel 1 nivel 2 nivel 3

Figura 11 - lteragdes do Triangulo de Sierpinski
Fonte: Fractovia (2011)

Em relacdo a construcao do triangulo de Sierpinski completar a tabela 2:
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Tabela 2 - A relacdo das interac8es no Triangulo de Sierpinski e o célculo de poténcia

Nivel Quantidade de tridngulo Poténcia equivalente
0 1 3°
12 3 3!
22 9 3
3 27 3°
4a 81 3*
n? 3" 3"

Fonte: Autoria propria

Atividade 7 — Conhecendo a geometria fractal

Construcéo do Tapete de Sierpinski — (Adaptado de Barbosa, 2005)

Etapas da construgéo:

12, Construa um quadrado de lado medindo 27 cm;

22, Divida o quadrado em nove quadrados congruentes;

32. Repita a operacdo em cada um dos oitos quadrados, exceto o quadrado do
centro;

42, E assim sucessivamente e iterativamente;

52, Colorir os quadrados centrais de cada nivel, utilizando a mesma cor.

Questbes para Discussao: Relate por escrito.

- Para construir o Tapete de Sierpinski, dividimos o lado do quadrado inicial em trés
partes iguais, o perimetro do quadrado também é dividido por trés, e a area?
Construa uma tabela e analise 0 que acontece com a medida do perimetro e da area

nos trés primeiros niveis.

A tabela construida pelos alunos ficou no formato da tabela 3 a seguir.

Tabela 3 - A relagao das iteragdes no fractal Tapete de Sierpinski e o calculo de perimetro e
area do quadrado

Nivel Lado Perimetro Area
0 27 108 729
1 36 81
2 12
3 4 1

Fonte: Autoria prépria




69

Atividade 8 — Conhecendo a geometria fractal

Construgéao de um cartéo fractal em dobradura.

Etapas da construcao:

12, Utilizando uma folha de papel retangular, dobre ao meio a folha, no sentido do
maior lado. Em forma de cartéo;

22, Dobre ao meio hovamente no mesmo sentido marque bem a dobra e desdobre.
32. No sentido contrario, divida a folhna em trés partes iguais;

43, Utilizando o lado da dobra, (parte fechada na primeira dobra) recorte a parte
central, até a marca da segunda etapa;

52, A parte recortada coloque para o interior do cartéo;

62. Repita a operacdo em cada parte do cartéo.

Com estas atividades sobre construgdes dos trés fractais encerrou-se o
terceiro encontro. Com a realizacdo destas atividades, além de reforcar as
caracteristicas dos fractais, também foi possivel retomar as constru¢coes geométricas
com a utilizacdo do material apropriado; como construir um quadrado; a utilizacao do
transferidor, do jogo de esquadros e até do préprio compasso.

Neste aspecto ficou clara a dificuldade dos alunos em construcao
geométrica, principalmente no manejo dos materiais, nos relatos orais durante a
realizacdo da atividade percebe-se que a maioria nunca teve contato com estes
materiais, “profé. fica muito facil fazer um quadrado assim” (Aluno Al13), construcao
do quadrado utilizando o jogo de esquadros. “Pra falar a verdade eu nunca usei um
transferidor” (Aluno Al4).

A dificuldade maior que os alunos apresentaram foi na parte de célculos e
generalizagao, pois nas constru¢des das tabelas isso ficou evidente.

Estas atividades oportunizaram a verificagdo de que muitas vezes 0
professor ndo explora todos os aspectos do contetdo, os alunos sabiam calcular o
valor da poténcia, multiplicando a base tantas vezes conforme o algarismo do
expoente, no entanto quando dado o valor da poténcia ndo conseguiam encontrar o
valor em forma de poténcia, nas generalizacdes foi necessario a intervencao do
professor, indicando para que os alunos observassem os valores na tabela, “81, 27,
9... séo poténcia de qual numero?” “Entdo, o que acontece com a poténcia de base

trés em cada nivel?” , “Assim de uma forma geral?” (professor/pesquisador).
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Com as atividades realizadas, além de oportunizar o aluno a conhecer a
Geometria Fractal, foi possivel relacionar os conteddos: numeros, algebra e
geometria, seguindo a orientagcdo do documento das DCE do Parana, as quais
indicam a realizacéo de um trabalho integrado entre os contetdos.

Quarto encontro — Exploracdes de Fractais Aleatorios

A segunda etapa da oficina, que consistiu na manipulacdo de fractais,
construidos a partir de equacdes matematicas, foi desenvolvida no laboratério de
informatica da escola. Nesta etapa, utilizamos o software Fractal Forge, o site
absynth Fractals, que pode ser acessado no endereco:
http://paginas.terra.br/absynth/index.htm, o qual apresenta vérias informagfes sobre
os Fractais. As imagens deste site sdo geradas matematicamente através de
funcbes fractais. Todos os seus elementos: forma, cores, efeitos de iluminacéo, das
imagens apresentadas na GALERIA online foram produzidas em softwares
especificos para a criacdo de fractais. O site traz, ainda, uma introducdo sobre
fractais, além de links para informacdes mais completas e outros links para varios
sites que trazem exemplos, tutoriais e referéncias.

Fractal Forge é um software de cddigo aberto, distribuido por GNU (General

Public License), portanto € um software livre, ou seja, que pode ser obtido

gratuitamente. A Figura 12 € a pagina inicial do software:
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« Fractal Forge 2.3 - Mand049
Ele Edt Fractal Futer Options Help

403543085434763 312
EER—
]

Figura 12 - Paginainicial do Fractal Forge
Fonte: Fractovia (1996)

Anteriormente, jaA haviamos preparado os computadores baixando este
software para o trabalho. Nesta atividade os alunos trabalharam em duplas devido
ao numero reduzido de computadores no Laboratério e utilizavam como apoio o
tutorial (apéndice 2) elaborado com a sequéncia de atividade a serem
desenvolvidas.

Tendo em vista que, este aplicativo permite a visualizacdo de fractais,
ampliacdo e reducao das figuras, alteracdo das iteracdes e alteracdo das cores,
inicialmente foi realizado um reconhecimento do software, explorando cada funcao.

Na sequéncia cada dupla escolheu um fractal e realizou todas as funcdes
permitidas no software. Alguns alunos solicitaram fazer copias dos fractais para a
apresentacao final.

Esta atividade pode ajudar a despertar o interesse dos alunos, pois para
muitos o computador € utilizado apenas para diversdo. Para troca de mensagens,
jogos conversas no MSN, etc, ou utilizam o computador no trabalho para aqueles
que trabalham em lojas, na emissao de notas e fechamento de compras.

Para o desenvolvimento da atividade, os alunos que tinham facilidade em
operar com o computador, foram auxiliando os que apresentavam dificuldade. O que
facilitou a realizacdo da atividade foi a utilizacdo do tutorial (apéndice 2) elaborado,
pois como cada dupla recebeu o tutorial pdde realizar a atividade e sé em caso de

davida solicitavam auxilio ao professor.
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Quando questionados sobre a importancia da utilizacdo do software para a
visualizacdo e manipulacdo dos Fractais os alunos relataram que com o software
ficou mais facil compreender o que significava “Complexidade infinita”, pois nos
desenhos realizados em sala de aula “ndo era possivel realizar mil itera¢des” (aluno
A5). “Agora eu entendo como essas figuras se formam” (aluno A9).

Ainda como resultado desta etapa, durante o desenvolvimento da atividade
os alunos, buscavam identificar as caracteristicas nos fractais que manipulavam,

demonstrando a aprendizagem adquirida.

Quinto Encontro — Atividade Avaliativa Exposicao

Como conclusédo das atividades, foi realizada em sala de aula, uma
exposicao dos fractais construidos que se caracterizou como avaliacdo da oficina.

Para a exposicdo foi solicitado para que cada aluno construisse um fractal
utilizando qualquer tipo de material e apresentasse aos demais colegas, destacando
suas principais caracteristicas e porque era considerado um fractal. Para a
exposicao a Equipe Pedagogica do colégio e algumas turmas foram convidadas a
participar.

Nesta atividade ficou evidente a criatividade dos alunos quando o professor
permite que escolham livremente como realizar um trabalho. Segundo as DCE do

Parana que apontam:

A caracteristica de a arte ser criagdo € um elemento fundamental para a
educacdo, pois a escola é a um s6 tempo, o espaco do conhecimento
historicamente produzido pelo homem e espaco de constru¢do de novos
conhecimentos, no qual é imprescindivel o processo de criagdo. Assim, 0
desenvolvimento da capacidade criativa dos alunos, inerente a dimensao
artistica, tem uma direta relacdo com a producdo de conhecimento nas
diversas disciplinas. (PARANA, 2008, p.23).

Neste sentido, € necessério que o professor em sua pratica pedagdgica
possibilite estes momentos de criagao.

Para a apresentacdo muitos escolheram construir o triangulo de Sierpinski,
provavelmente pela facilidade da construgcéo, mas utilizaram materiais diferenciados,
aparecendo um feito com lacre de latinhas de refrigerante. Mesmo o material ndo

b

sendo adequado para representar segmentos, foi permitida a apresentacdo pela
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criatividade da construcdo. Um aluno desenhou o Tapete de Sierpinski, em
diferentes niveis, quando questionado do porque, argumentou “fica mais facil
explicar o que acontece em cada iteragdo” (Aluno Al14). Outros alunos imprimiram 0s
fractais explorados na aula do laboratério.

Durante a exposicdo, na qual os alunos explanavam o0s conceitos
apreendidos, verificou-se que alguns apresentaram um pouco de timidez, no
entanto, todos tinham construido o seu fractal e relatavam o seu significado.

Esta atividade permitiu que os alunos, socializassem o0s resultados da

aprendizagem, ampliando seus proprios conhecimentos. A seguir alguns dos fractais

construidos pelos alunos para a exposi¢cao Quadro 9:

Quadro 9 - Fractais construidos pelos alunos
Fonte: Autoria prépria
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O enfoque dessa pesquisa referiu-se a inser¢cdo da Geometria Fractal no
ensino de Matematica da Educacdo Basica, conteddo este indicado no documento
que orienta o ensino no estado do Parana, as Diretrizes Curriculares Estaduais
(DCE), esta pesquisa foi orientada pela questdo “Como introduzir os conceitos
basicos de Geometria Fractal no Ensino Médio, por meio de diferentes atividades™?

Esta questdo surgiu no momento da implementacéo das diretrizes, devido a
inseguranca relatada por professores da rede publica estadual em abordar este
tema, visto que o mesmo néo foi tratado nos seus cursos de formacao e também as
pequenas referéncias a Geometria Fractal, apresentadas nos livros didéaticos
utilizados nas escolas, sdo apenas ilustrativas, ndo oferecendo um apoio que
possibilite seguranca ao professor.

Visando buscar resposta para tal questédo, colocou-se com objetivo principal
analisar se diferentes atividades de ensino permitem aos alunos compreenderem a
existéncia e a aplicacdo da Geometria Fractal, nesse sentido para sua efetivacao
elaboramos diferentes atividades didaticas para a abordagem desta geometria em
sala de aula, compondo um caderno pedagdgico, que se constitui como produto
dessa pesquisa, visando auxiliar o professor na sua pratica pedagdgica.

Para verificar a viabilidade da proposta, as atividades didaticas foram
aplicadas em sala de aula, para uma turma de 40 alunos da 12 série do Ensino
Médio de um colégio estadual da cidade de Ponta Grossa no Parana. Na aplicacgéo,
foram analisadas a aprendizagem e o comportamento dos alunos frente a as
atividades na abordagem dos conceitos de Geometria Fractal.

A utilizacdo do teste inicial, denominado pré-teste, que abordavam tépicos
de Geometria Euclidiana, foi determinante nos encaminhamentos das atividades
com a Geometria Fractal, tendo em vista que a partir dos resultados foi possivel
verificar as dificuldades dos alunos, as estratégias utilizadas na resolugcdo das
guestdes e a compreensao da importancia da visualizacdo no desenvolvimento dos
conceitos geométricos.

Percebeu-se que, durante os diferentes momentos do trabalho, o
encaminhamento metodologico utilizado foi adequado, pois possibilitou aos alunos
uma participacao efetiva na construcédo dos conceitos de Geometria Fractal além de

promover a socializacgao.
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Neste sentido, em resposta a questdo que norteou esta pesquisa, a
abordagem da Geometria Fractal, a partir de atividades diferenciadas, em
articulacdo com outros conteudos, contribui significativamente para que o aluno
amplie seus conhecimentos e pensamento Geométrico sendo possivel o
desenvolvimento desta geometria em sala de aula.

A andlise dos trabalhos realizados pelos alunos permitiu constatar que
ocorreu aprendizagem e a assimilacdo dos conceitos, caracteristicas e
representacoes de Geometria Fractal.

Os trabalhos em grupos mostraram-se eficazes, visto que esta dinamica
possibilitou a cooperacdo entres os alunos, na qual um auxiliava o outro nas
dificuldades.

Ainda na analise dos resultados, percebeu-se que, na abordagem de
conceitos geométricos, euclidianos ou fractais a visualizacdo e a abstracdo sao
facilitadas quando os alunos manuseiam e constroem objetos para a sua
representacéo.

A participacao do professor como mediador para a efetivacdo da construcao
dos conceitos foi fundamental, pois a passagem do concreto para a formacdo do
pensamento matematico se efetiva com a mediag&o do professor.

Apesar das dificuldades apresentadas pelos alunos, nos conceitos basicos
de geometria, em relacdo a assimilacdo dos conteudos tratados foram positivos,
houve efetivamente a apropriacdo dos conceitos como foi verificado nas discussfes
dos momentos da aplicagao das atividades.

As atividades realizadas foram satisfatérias apesar de que o tempo para as
discussbes foi pequeno, devido ao fato que os alunos apresentavam dificuldades
nas construcgoes.

As aulas no Laboratorio de Informatica, a utilizacgdo do computador,
possibilitaram aos alunos a verificacdo do uso pedagdgico desta ferramenta. Alguns
alunos relataram que em casa tinham visitado o site utilizado na aula para rever os
fractais. Com relacdo a exploracdo e manipulacédo de Fractais utilizando o software
Fractal Forge, facilitou o entendimento das caracteristicas dos fractais além de servir
como elemento motivador para os alunos.

Desta maneira, conclui-se que, o uso de atividades diversificadas no ensino
de Geometria quando aliado a uma metodologia adequada possibilita a participacao

ativa dos alunos a aprendizagem, verificado nos relatos dos alunos. Percebeu-se
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também uma melhora acentuada na frequéncia dos alunos nos encontros de
desenvolvimento do trabalho, o que normalmente ndo acontece em cursos no

periodo noturno.

5.1 SUGESTAO PARA ESTUDOS FUTUROS

No momento que, encerramos uma atividade, permanece a sensacao de
gue se poderia ter feito mais, visto que no ensino, estamos em constante busca de
melhoria em nossa prética pedagdgica.

Tendo em vista, que o trabalho foi adaptado a realidade escolar em que foi
desenvolvido, Ensino Médio periodo noturno, é importante destacar que existem
outras possibilidades de estudo da Geometria Fractal e cabe ao professor, verificar

qual a melhor se enquadra a sua realidade. A seguir algumas propostas como

sugestdo para uma ampliacdo do trabalho:

- A construcao de fractais geométricos utilizando os recursos tecnoldgicos;
Cabri-geometre ou GeoGebra.
- A exploracdo de fractais através das relacdes numéricas de seus

elementos (perimetros, areas e volume).
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APENDICE A -FOTOS DA APRESENTACAO DO FRACTAL CONSTRUIDO PELOS
ALUNOS DURANTE A REALIZACAO DAS ATIVIDADES



Figura 13 - Fractais elaborados pelos alunos
Fonte: Acervo da autora

Figura 14 - Fractais elaborados pelos alunos
Fonte: Acervo da autora
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Figura 15 - Fractais elaborados pelos alunos
Fonte: Acervo da autora

Figura 16 - Fractal elaborado pelo aluno com recortes de triangulos
Fonte: Acervo da autora



Figura 17 - Fractais elaborados pelos alunos
Fonte: Acervo da autora

Figura 18 - Fractais elaborados pelos alunos
Fonte: Acervo da autora
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Figura 19 - Fractais elaborado pelos alunos
Fonte: Acervo da autora

Figura 20 - Alunos desenvolvendo atividade
Fonte: Acervo da autora
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Figura 21 - Fractais elaborado pelos alunos
Fonte: Acervo da autora
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APENDICE B - TUTORIAL PARA UTILIZACAO DO SOFTWARE FRACTAL FORGE
ELABORADO POR ELIZABETE FELD E MARISTEL DO NASCIMENTO
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Matematica no Computador
Trabalhando com software para visualizar Fractais

* Abrir a pasta Fractais, na area de trabalho e dar um ﬂ
dupl li F tal F ta-| FractalForge
uplo clique no programa Fractal Forge para executa-lo.

* Em seguida clicar em -> File -> Open File ->

“*Aparecera uma janela com muitas opcdes de imagens de Fractais ->

v iﬂ Black Beams <)Es <] spiral
_ji&]Black Holes %] Explosion ] Starting
1%} Black Sun {<]Flag 4] Starting1024
gﬁsluenet &|Flames 1‘ Thin !
R &]Flanges K] Trees !
'{&]Bugs K &) Gears {&] Trine ;
{&] Bush |&] GidenMand 'j] TurboFan ,
&} carmival Asd K] vines
&) Castle i]Micro i<] wheel
aﬂCeH &]Mushroom
- _‘gchrysanthemum ﬂmcwkqe
S] Cross 5_] OpArt
o ; \ﬂ Cyclon 5] PinkMandala
‘Meu é&npukadoi : \ iﬂ Diemond S Popart
~ {&]oragon |&]Scales
. i&)Elephant %] snow
Meus looeis &2 o do sqiver [Brain ,
- Avquivos do tips: | FractalForge files (“mnd, “rmni]

< Como exemplo inicial vamos selecionar a imagem -> Brain -> clicar em
abrir.

= Aparecerda a imagem do Fractal e ao lado é possivel observar trés lupas,
as lupas sao ferramentas de visualizagdao, podemos ampliar, reduzir ao
ainda manter as mesmas dimensdes da figura, basta clicar na
ferramenta desejada e em seguida na figura.
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Mais abaixo pode ser verificado o titulo do Fractal, é possivel alterar as
Iterations (divisOes sucessivas da figura, valores mais altos maior tempo para
concluir), bailout (distancia méaxima para érbitas. Pontas: escala entre 4 e 128), Color
(cores para a figura), Formula (cada imagem é criado a partir de uma

férmula)...
= Altere esses valores conforme o exemplo abaixo.

3] bttt [ o d §o b MR et g

8 7= [MandD114
B Reslpsrtofcenter
;-0.0?499?53085?1 286915
Imaginary part of center
{-0.970653296608362062
Magnification (¥ axis)
{4365740.0242461587

| fterations 31000 I
& Gaiot (200 %

' JOiﬁl“ by |lterations -

Formula {Z<-2"2+C'[Hdrma|]>‘ ’ ,_'__j

= Faca mais algumas alteracdes para testar como fica a imagem do fractal.
= Abra novamente o arquivo -> Open File -> escolha uma outra imagem
de Fractal, faga alguns testes conforme desejar.
= Observe que o lado esquerdo onde aparecem as informagdes sobre o
Fractal, existem as abas: Data, Colors, Size, History List.
3 l;—) m I—H S; R.UU.UU. LR
| Data | Colors | Size | Histowy List |
_ Title  {Mand0018
Real part of certer
{-0.0749975306571286315
maginary part of center

= Clique na aba Colors e escolha as opgOes conforme sugeridas nas
imagens da figura seguinte, para Drawing Algorithm-> Orbits, para
Color Sequence -> Army. Para verificar o ciclo das cores clique nos
botdes abaixo: Avancgar para Esquerda, Parar e Avancar para a Direita.



s |Se | HistowList]
o !(O'lbiﬁ 7

> Agora
faca mais

algumas escolhas e verifique o ciclo.
= Na Aba Size é possivel alterar o tamanho da apresentagdo da imagem,
faca alguns testes selecionando as opgdes em Custom.

Data | Colors Size | History List |

1Custom
1320 %200 Not Sq.
320x 240 Sguare
~ 1320x 400 Not Sa.
1500 % 500 Square
S 5 :
16403 400 Mot Sq.
CARAN v AQN Qrniaro

= Na Aba History List temos as informagdes a respeito da imagem.
= Na barra superior observe o Menu -> Filter, escolha uma opgdo
conforme a figura abaixo e depois faga outras escolhas para testar.

Fractal Forge 2.8
Edit Fractal Fals

Color bumper

Crystals

Edge
“Equalize colors
ight ]

= Depois de visualizar e trabalhar com algumas imagens escolha a que

mais agradou.
= No Menu Save -> cliqgue em Save Image -> salve a imagem no seu

disquete.
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